BAB I11
SELANG KEPERCAYAAN

UNTUK PERAMALAN MODEL AUTOREGRESIF

3.1 Metode Analisis Runtun Waktu Box-Jenkins dalam M enentukan Selang
Kepercayaan untuk Peramalan Model Autoregresif
Diberikan runtun waktu terobserva§?, Z,,...,Z,} dengan E(Z,) =0;
Ot 0fL, 2,...,n}. Misalkan runtun wakt§Z, Z,,...,Z .} memenuhi proses stasioner
AR(p) berikut ini:

Z=@Z  t@l ,tL tgZ_ ta. (3.1.1)

t

Persamaan (3.1.1) dapat juga ditulis:

AB)Z, =34 (3.1.2)
di manag(B) =1-¢B- @B’ —---—@BP adalah operator AR(p).
Jika diamati untuk satu periode mendatang, yakni, maka persamaan (3.1.1)
menjadi:

Lo = PLy QLo gt F QL ot B (3.1.3)
Untuk menghitung ramalan satu periode mendataggkni menghitung
Zn(l) adalah tidak lain dengan cara menghituripai ekspektasi bersyarat
E(Z,.,,{Z,Z,...,Z,}) ,yaitu:

ZAn (1) = E(Zn+1 |{Zl’ Z2' ""Zn })
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=E(@Z,+eZ, ,t+t9Z.. . ta. ) {Z,Z,...2.})

=E(@Z,{Z,2,...2,}) +E(@Z,_.{Z,2Z,...2.}) +---
+ E(%Zml—p |{Zl’22""’zn })+ E(an+1|{ZIZ 2""Zn})

= QE(Z, {2y 2y Z ) + @E(Z, {2, 2,5, 2.]) ++-
+@E(<Z {z,Z,,...2,})+0

n+i-p
=QZ, +@Z, A Gy (3.1.4)
Jika diamati untukk periode mendatang, maka persamaan (3.1.1) menjadi:
Znk = Plnkr ¥ Pl ot Ol pr o+ B (3.1.5)
dan ramalark periode mendatanén(k) adalah:
Z.(K) =EZ, . {Zy Zy 0 Z,})
=E(@Zat @Zou ot t 0L a2, 2,21

< E(qzmk—l |{21’ Zz’--"zn}) + E(¢2Zn+k— 2|{Zl Z 2""Zn}) R
+ E(%ka—p |{Zliz2""’zn}) + E(an+k |{ZI ZZ""Zn})

= QE(ka—l |{Zl7 Zz,...,Zn}) +¢72E(Zn—k—2|{zi Z 200 Zn}) *ee
+QEZ ey HZ0 252, +0

n+k=p
=gZ,(k-1)+@Z, (k-2)+-+@Z,k-p), k . (3.1.6)

Dapat dilihat bahwa nilai-nilai sesatan yang laiak mengambil peranan apapun

dalam perhitungan ini, karena proses itu tidak mempi sukuMoving Average

(MA). Wajah ramalan yang dihasilkan pada persam@ah.6) selalu merupakan

penyusutan geometrik dari observasi terakker rata-rata proses itu. Untuk
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meyakinkan hal iniZ,,, akan ditulis dalam bentuk sesatan random bentkut i
Dari persamaan (3.1.5) diperoleh:
Zook ~ Ao ™ Polnri-2 7 T Bk p = Bk
= (l-¢B-@B°---gB")Z,  =a,
= @B)Z,\ =2 (3.1.7)

Bentuk persamaan (3.1.7) dapat ditulis sebagauguases MAw®) , yakni :

Z,..=¢(B)a,, dengany(B) =$ =1+yY,B+y,B* +- . (3.1.8)

yang juga dapat ditulis sebagai:
Zn+k = (1+l//18 +l//282 +”')an+k

= a11+k +¢/1an+k—1 +w2an+k—2 it

= (//jan+k—j (319)

i=0
dengany, =1. Persamaan (3.1.9) tidak hanya berlaku unfiikdengan nilai
t=n+k saja, tetapi berlaku untukZ, dengan nilait berapapun, seperti
{..n+k=-2,n+k-1n+k,..}. Dengan menggunakan persamaan (3.1.9) pada
{Zn+k_l,Zn+k_2,...,Zn+k_p} dan mensubstitusikannya pada persamaan (3.1akp m
diperoleh:
Zo =A@ TR 2t At T B ot Bk b Y 5 @
ot Y@ ta ) T 0@ ot Y B T Y B

+”'+wp—2aﬁ+k—p+wp—@‘n+k—p—1+w @mk_ 3 PR 'H//k— & 1+l//k— &, +lﬂk_ -
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to )t @@ T B p 1 T P p ot T s Bos W By
g B T) A

= tda ot (Wt g)a (Y ey tela, (o oy oy
)0t (GO OY  FOY O )R F (Y
tQU At OY TP O Ia e (O O Fow toY
tot QU)o t T (O T OO s Ja (Y oY

+... +¢£4[/k_p)an +(qalwk +¢2¢/k_l+...+¢#/k+} p)ah_ St (3.1.10)

Dari (3.1.9) dan (3.1.10) , diperoleh:

Y,=1 311
v, =4
v, =qp, @,

Y=, + i)+ @,

V=0l QW+ QY+,

wp :ﬂwp—1+¢#lp—2+¢¢p3+¢wﬁ 4+"'+¢\
wp+1=Wp+¢éﬂp—l+¢$[/p 2+¢¢’ ) 3+“'+(0W

wp+2=Wp+l+¢#lp+¢ylpl+¢Wp 2+”'+<0lél

‘//k—l = ﬂlﬂk—z"'(”!ﬂk—s"'“""(”#'k—} P
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l//k = (qwk—1+§02‘//k—2+"' +§0Jﬂk—p

‘//k+1 = ﬂ‘/lk +§02¢’k—1+"' +¢;#Ik+1- p

Misalkan ﬁn(k) adalah suatu ramalan dafi,, yang merupakan nilai
ekspektasiZ ,, . Jika diketahui runtun waktu yang lalu sampai waktnya
adalah{Z, Z,,...,Z,} , maka:

Z,(K)=E@Z,[(Zy Z5--,Z,)

=0+ (Whrt ot O JE@[Z,Z 5. Z,) +H

YOt il JE@ 2, Z 5 Z))

(s t Pt PP Rt Ot P

* QW) (3.1.12)
Sesatan ramalan untlk periode mendatang adalah sebagai berikut:
&,(K) = Z, =Z,(K)
={a taa (@t O) au (ot oy to)a,. H oy oy
O F OB at (Y T OY L APY FOY PP
HAY o+ P o QY o QY o st PP Ve o i (PH o+ PY P,
QW ot QW DB ot (P PP St oY s )a
HAr+ PHo b+ P ) H (@Y + Pt + Pl A

+ o }_{(@/’k—l t oY, teot %’ﬂk—;)an'*'(WWk t oYt -
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O Wir )1t}
= A T Ba T (@ DAt (O oY F@da (oY F oy
Ot @ st (YT OY L Y Ot 0)an
HaW, + QW O oY, st o lan o oW, T oY
YOOt YO B s ot Y @Y FOY
QW1 )8y (3.1.13)

Dengan mensubstitusikan persamaan (3.1.11) ke masse (3.1.13), maka

persamaan (3.1.13) menjadi:

€, (K) =&+ TRt B s T B at T Bk T 5 i o
HY B po o T B (3.1.14)
Oleh karenaE(e,(k)) =0, maka ramalannya tak bias. Sedangkan variansi

dari sesatan ramalannya adalah:
var(e, k))= var@,., )+¢’12 var@, )W’f varg,.,, )Hllg va’d,,,_ s )'l//i VaE(,,_ ,
- - +wsvar(an+k—p)+w§+1\lar©h+k—p—1)+w$} NarQ o 2,
ey var@,,,)
=0, H YO, + Y0 YO+ PO+ Y T HY oY S o,
bt g0

= O (U + s+ PSP+ Y Y LY LY L)

=02y g (3.1.15)
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k-1
i

dengan{z/lf} _, memenuhi persamaan (3.1.11).

Dengan demikian selang kepercayad00(1-a )% untuk Z , yang

dikonstruksi dengan menggunakan prosedur Box dakinke (1976) adalah

sebagai berikut:

{Zn(k)—za/z[asfwfj ,in(k)+za/{a:§wfj } (3.1.16)
j=0 j=0

denganz,, adalah nilai yang diperoleh dari tabel distribusimal baku dengan

peluang sebesdlil-a/2).

3.2 Metode Bootstrap Persentil dalam Menentukan Selang Kepercayaan
untuk Peramalan Model Autoregresif

Misalkan runtun waktuZ, Z,,...,Z.} memenuhi kondisi yang ada pada
persamaan (3.1.1) dan (3.1.2). Dengan menggunaiain {2}1, ézqup} yang
merupakan suatu penaksir kuadrat terkecil ufigka, ..., @}, nilai taksiran dari
sesatan dapat dihitung sebagai berikut:

&=2-@9Z_—~@Z ,~ - @Z_,untukt = p+ 1,p+ 2,..1. (3.2.1)
Agar jumlah dari sesatan sama dengan selsuai dengan asumsi

ekspektasi sesatan sama dengan nol, maka pemusdtadap nilaig, perlu

dilakukan, yakni:

" 1 & .
8 =a ——— . 3.2.2
& =4 T_pt;at (3.2.2)



43

Selanjutnya F, ditaksir oleh fungsi distribusi empirislfa dengan

memberikan peluangi]:—IO padad,, yaitu:

lfa : peluangnflIO padad untukt=p+1,p+ 2,..n. (3.2.3)

*

Suatu sampel bootstraipj;ﬂ,amz,...,a:1 yang berukuram-p kemudian diambil
secara acak dengan pengembalian dari distri?éysyakni:

FAa < (a;+1’a*p+2""!a; ) (324)
Runtun waktu bootstrapZ, untuk proses AR(p) kemudian dihitung

dengan mengikuti cara berulang bah&c(rsive) berikut ini:
Z;+l = (’ézp+('b22p-l+|- +§’bpz l+ a*p :

Z;+2 = @Z*p+1+¢zz p+L +¢;Z 2+ a*p ‘

Zzp+1:¢122p+¢2z 2p L +¢Zp Fa g

Zypir :ﬂzzp1+¢22p+L +¢Zp sFa

Zr: :éIZ;—l'l'(BzZ;—z"'L +¢pzn—p+éﬁ' (325)
Persamaan (3.2.5) dapat juga ditulis sebagai:
Z =@Z_ +@Z_,+L +@Z_,+& untukt=p+1,p+ 2,.n (3.2.6)

di manaz =Z untuk t=1,2,...,p. Adapun model yang telah ditaksir
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ditunjukkan oleh:
Z =gZ_,+@Z ,+L +@Z_ +4 untukt=p+1p+ 2,..n (3.2.7)
di manazZ =Z untukt=1,2,...,r. Dari persamaan (3.2.7) diperoleh:

é: :Z: _&?21—1_$22t—2_|- _&pz

t-p 3.2.8)
dan
il(f?lf)2 = il(z; Q732 L -2 (3.2.9)
t=p+ t=p+

Nilai minimum dari jumlah kuadrat sesatanz (&), dicapai dengan
t=p+1

n
meminimumkan (mendeferensialkan)Z“(é\f)2 secara parsial terhadap
t=p+1

@.%,...., dan menyamakan hasil yang diperoleh dengan ndiingga

q |
diperoleh taksiran kuadrat terkecil bootst@p: % melalui persamaan:
L%
px1
g=(Z'2)ZA (3.2.10)
Zp Zp—l Zl Yp+1
o | Lo : Z .
dimanaz' =| % °° | danA'=| P2
Zr:—l Zn—2 Z*n—p Yn
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di mana persamaan (3.2.10) tersebut merupakan pesirapan persamaan

normal (2.1.7.8) pada data bootstrap.
Dengan menggunak{aﬁf, égé)p} nilai periode mendatang bootstrap
dapat ditentukan dengan rumus sebagai berikut:

Zr:+l=é2n+&zzn—l+"'+épzn+l— p+én+] (3211)

Zn+2 = ﬂzn+1+¢zzn g +¢pzn+ 2> p+ a,;

Persamaan (3.2.11) dapat pula ditulis sebagai:
Zr,;+k = ﬁ Z:Hk—l " @Zn+k—2 R épzmk— p+ én+k UntUk k= 11 2’ (3212)
di-mana Z;,,_; =Z,; untuk j=k dan &, diambil secara acak dengan

pengembalian dari distribus;j.

Selang kepercayaan bootstrap perseh@®0(1-a )% yang didefinisikan

*

dengan persentil k&00( /2) dan ke100(1-a /2) padaZ ,, diberikan sebagai

berikut:

Zoniir = Zast

Z, iy = Zni ™ (3.2.13)
atau ditulis:

ntk 1 n+k

[z*(”/z) z*(l“’/z)] (3.2.14)
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Untuk lebih memudahkan memahami masalah komputasierguan
selang kepercayaan bootstrap persentil untuk péaammodel Autoregresif,

berikut ini diberikan algoritmanya:

Algoritma Penentuan Selang Kepercayaan BootstrapeRiE untuk Peramalan

Model Autoregresif Orde-p (AR(p))

zZ, Z,, Z, Z%
z., 2. - Z Z.
Misalkan: = z=| ®" " . % | dan A=|""? ]
Zn—l Zn—2 Zn—p Zn
(n=p)xp (n-p)x1
a a
: ~ @ . . _| & : _
1. Hitung @=| "7 | taksiran kuadrat terkecil untug=| " | melalui persamaan:
4 %
(px1) (px1)
9=(2'2)*2'A

2. Hitung 4 nilai taksiran dari sesatamtukt = p+ 1,...n melalui persamaan:

éit = Zt _qzt—l_%zt—z_"'_wpzt—p ]
3. Pusatkan nilai taksiran dari sesatan tersebut:

n

g :éi—ﬁ,denganﬁzizai.

N—=pPi=p+

*

4. Ambil sebuah sampel bootstraa;;ﬂ,am,...,i yang berukuram-p secara

acak dengan pengembalian dari distribusi emﬁ(is
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HitungZ, dengan rumus:

Z :@z;_1+&zz’;_2+...+g})pz’t_p+a*t untukt = p+ 1,p+ 2,..n

di manaz;, =Z, untukt=1,2,...,.

5. Hitung éa =| "7 | taksiran kuadrat terkecil bootstrap melalui pergan:

z z, Z, Z.,
, \ . Z . | Z,
dimanaz” =| ** P 2 | dan A =| T2,
Z;—l Z;—Z e Z*n—p Z;
(n-p)xp (n-p)x1

6. Hitung nilai k periode mendatang bootstrap dengan rumus:
Zhs S A2 Bl ot o+ B ot B
di manaz,, ;, =Z,,, untuk j 2k dan a ., diambil secara acak dengan
pengembalian dari distribusi empiﬁ;
. Ulangi langkah (4), (5), dan (6) sebanyak B kali.

. Tentukan selang kepercayaan bootstrap persda{l-a )% untuk Z;,,

yang dinyatakan oleh:

[Z*(”/Z) 7' -af2) ] _

n+k 1 n+k



