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PELABELAN TOTAL SISI-AJAIB SUPER

3.1 Pelabelan Total Sisi-Ajaib Super Pada Graf Lintasan

Sebuah graf lintasan,Rlapat diperoleh dari sebuah graf lingkaran C
dengan cara menghilangkan satu buah sisinya. Selzagah, gambar berikut ini
merupakan graf lingkaran yang kemudian dihilangsaah satu sisinya sehingga

menjadi graf lintasan

A V2 V3 V4

Vs Vs (i)

@)

Gambar 3.1 Graf Lingkaran ¢ dan Graf Lintasan/

Pada gambar 3.1, dengan menghilangkan salah satlasigraf lingkaran
C4, misalnya sisi w4, maka akan diperoleh graf lintasan P

Berikut ini contoh pelabelan total sisi-ajaib paplaf lintasan Pdan R.

@ (ii)

Gambar 3.2 Dua Pelabelan Total Sisi-Ajaib pada Graf Lintasan
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Pelabelan total sisi-ajaib pada graf lintasaml&i gambar 3.2 mempunyai

konstanta ajaib k = 8, sedangkan pada graf lintRsamempunyai k = 13.

Teorema 3.1 (Kotzig dan Rosa, 1970)

5n+2
2

5n+3
2

Setiap graf lintasan,Rdalah ajaib dengan k untuk n genap dan k

untuk n ganijil.
Bukti :
Definisikan sebuah graf lintasap @engan V = {y, Vo, V3, ..., i} dan E = {wv,,
VoV, VaVy, ..., ViVt Kemudian labeli simpul dan sisi,lengan aturan sebagai
berikut :
e Untuk n genap
Labeli simpul :

~ )itn

=, jikai=1,3,5,...,n— 1
Mvi) = o
- jikai=2,4,6,...,n

Labeli sisi :A(Vivis1) = 2n =i
perhatikan suatu sisjw:1, dengan menggunakan aturan di atas, maka

V) + AVVa) + A (Vo) =58 + @ = ) 2 =

5n+2

s k= >

Dengan demikian graf lintasap &aib dengan k 5“;2. ]
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e Untuk n ganijil

Labeli simpul :

|5 iki=135n
Vi) =< .
[ 1+1+n, jikai=2,4,6,..,n—1

Labeli sisi :AM(vivis1) =20 —i

perhatikan suatu sisjw:1, sehingga

M) + MYVje) + MVjer) =55+ (20 =) 5 =

5n+3
s k= n2+

_5n+3
2

Dengan demikian graf lintasap &aib dengan k . ]

Definisi 3.1 (Enomoto, dkk. 1998)

Pelabelan total sisi-ajaib pada graf G disebut isjike A(V(G)) = {1, 2, 3,
.., |[V|} danM(E(G)) = {|V| + 1, |V| + 2, |V| + 3, ..., |V| + }JE[Graf yang
dapat dilabeli dengan pelabelan total sisi-ajaipesudinamakan graf total

sisi-ajaib super.

Teorema 3.2 (Kotzig dan Rosa, 1970), (Baskoro, dkk. 2005)

Setiap graf lintasan,Radalah ajaib super dengan bilangan ajaibéfg% untuk n

1 Untuk n ganiil,

5n+3 y
" dan k' =k = :

genap dank= >
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Bukti :
Definisikan sebuah graf lintasap @engan V = {y, v, v, ..., \h} dan E = {wvy,
VaV3, VaVy, ..., VhaVnt. Kemudian labeli simpul dan sisi,lengan aturan sebagai
berikut :
e Untuk n genap
Labeli simpul:
i+n

—,jikai=2,4,6,...,n

E;mmi=L&5mm—1
Mvi) =
2

labeli sisi:A(ViVis1) = 2n — i
kemudian perhatikan sebuah sisi\, sehingga

MV;) + MViVien) + MVjer) = 1+Tn + (@2n—j) +j+72 e

5n+2

s k= =

Graf lintasan RPajaib super dengan konstanta 1‘22;% ]

* Untuk n ganjil denganik

Labeli simpul:

1§Jmm=L&amm
M(vi) =

U jikai = 2,4,6,..,n — 1

labeli sisi:A(Vivis1) = 2N —i
kemudian perhatikan sebuah sisi.\

j+2+n
) =k

MV) + MVVja) +A(ver) = B2+ 20— ) + 1 = g

2
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Graf lintasan Rajaib super dengan konstanta f@zﬁ |

* Untuk n ganjil denganxk
Labeli simpul:

=% jikai=1,3,5,..,n
7»2(Vi) =

> jikai=2,4,6,.,n—1
labeli sisi:Ax(Vivis1) = 2N — i

perhatikan sebuah sisiu,

AMV}) + MVjVje1) + AM(Vjr1) = #n @2n—j) LIt "

e 3

5n+1

Graf lintasan Padalah ajaib dengan k -

Lemma 3.1 (Figueroa-Centeno, 2001)

Graf G = (V(G), E(G)) dengan |V(G)| = p dan |E(&)y| adalah total sisi-ajaib
super jika dan hanya jika terdapat pemetaan bijekti V(G) — {1, 2, 3, ..., p},
sedemikian sehingga himpunan. S =\(k) + A(y) | xy € E(G)} terdiri dari
bilangan bulat positif berurutan. Dalam hal indapat diperluas menjadi suatu
pelabelan total sisi-ajaib super dari G dengan teorta ajaib k = p + q + s,

dengans=min(S)dan S={k—-(p +1), k—(p+2)k—(p + Q)}.



27

Bukti :

(=) jika G merupakan graf total sisi-ajaib super @ladalah suatu pelabelan total
sisi-ajaib super pada G dengan konstanta ajaib &anS = {k —A(xy) |
xy€EE@)}={k-(p+1),k-(p+2),..k-(pHK

(&) asumsikan bahwa fungsiada dan misalkan s = min(S) = mik§) + A(y) |
xy € E(G)}. Perluash sehingga domainnya menjadi V(G) E(G) dengan cara
mendefinisikari(xy) = p + g + s A(X) —A(y) untuk setiap sisi xy di G. Diperoleh

ME@G)={p+1,p+2, ..,p+q}dan(x) +Mxy) +AMy)=p+q+s. ]

Berikut ini dua lemma yang bisa digunakan untuk ememkan pola
pelabelan total sisi-ajaib super dari sebuah gaaf mhenentukan pelabelan dual

dari suatu pelabelan total sisi-ajaib super.

Lemma 3.2 (Baskoro, dkk. 2005)

Jika G = (V(G), E(G)) adalah sebuah graf total-ajaib super dengan banyak
simpul p dan banyak sisi q, maka konstanta ajadlark graf G akan memenuhi
p+q+ 3 k< 3p.

Bukti :

Jika G adalah graf total sisi-ajaib super, makapsirsimpul dari G akan
menerima label 1, 2, 3, ..., p dan sisi-sisinyanakenerima label p + 1, p + 2, ...,
p + q. Sehingga berdasarkan lemma 3.1, SU&X+ A(y) | Xy € E(G)} terdiri dari
bilangan bulat terurut a, a + 1, a + 2, ..., a + (&) untuk suatu bilangan bulat

positif a. Konstanta ajaib terkecil dari G akarcépai jika a = 3. Jika a = 3, maka
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simpul-simpul dari G akan dilabeli 1 dan 2, dimasmapul-simpul ini ajasen,
sedangkan konstanta ajaibnya adalah k = (a + g+(f)+ 1) = p + q + 3. Jika
label p — 1 dan p saling ajasen di G, maka akaapadidkemungkinan konstanta
ajaib yang terbesar dari G yaitu k = (p — 1) + (fo)+ p = 3p, sehingga didapat

p+q+3<k<3p. [ ]

Lemma 3.3 (Baskoro, dkk. 2005)
JikaA adalah suatu pelabelan total sisi-ajaib super gaafaG dengan konstanta
ajaib k, maka fungst’ : V(G) U E(G)- {1, 2, 3, ..., p + g} yang didefinisikan :

V(x) = {p +1-A%) ,jikax € V(G)
2p+q+1—-2Ax), jikax € E(G)

juga merupakan suatu pelabelan total sisi-ajaibersymda graf G dengan
konstanta ajaib k' = 4p + g + 3 — k.

Pelabelari’ ini kemudian dinamakan pelabelan dual super gatabelan total
sisi-ajaib super pada graf G.

Bukti :

Misalkan xye E(G), maka'(x) + A’(xy) + V() =(p+1-AX) +(2p+q+1-—

AXy) + (p+1-My)=4p+q+3-XX)+AXY) +My) =4p+g+3-k m

Berdasarkan definisi, teorema, dan lemma yang memdu pelabelan
total sisi-ajaib super yang telah diungkapkan paatagraf-paragraf sebelumnya,
disertai dengan bukti-bukti, maka pengonstruksielalgelan total sisi-ajaib super

pada graf lintasan bisa dilakukan.
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Pada bagian ini akan dilakukan pengonstruksianbptda total sisi-ajaib

super pada graf lintasan tertentu.

Pelabelan Total Sisi-Ajaib Super Pada P, dengan Dualitas Pelabelannya

Untuk pembahasan selanjutnya graf lintasan didakan memiliki
jumlah simpul p dan jumlah sisi g, sehingga untdd gntasan P memiliki p = 2
danqg=1.

Berdasarkan teorema 3.2 nilai k untuk pelabelaal tsisi-ajaib super
(PTSAS) pada Padalah 6, k = 6. Jika mengacu pada lemma 3.2, mialegpat
k = 6, sehingga PTSAS untuk Banya satu, yaitu dengan memberi label pada

kedua simpulnya dengan label 1 dan 2, sedangkiayaidiberi label 3.

PTSAS pada Pmemiliki pelabelan dual super yaitu PTSAS dengar I6. Ini
berarti pelabelan dual super untuk PTSAS pagad@lah dirinya sendiri, yang
selanjutnya dinamakan pelabeladf-dual. Pelabelanself-dual tidak berbeda

dengan pelabelan asalnya, sehingga tidak memumcptdabelan yang baru.

Pelabelan Total Sisi-Ajaib Super Pada P3; dengan Dualitas Pelabelannya
Untuk B, p = 3 dan g = 2. Adapun gambarsebelum dilabeli secara total

sisi-ajaib super adalah sebagai berikut :

V1 Vo V3
r—————0
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Berdasarkan lemma 3.2 diperoleh nilai konstant®h éga< k < 9. Jika
mengacu pada teorema 3.2, maka didapat & dan k = 8. Berarti terdapat dua
nilai konstanta ajaib yang masing-masing membeRILBAS pada £
» Untuk kg =9

Tidak seperti PTSAS pada,P/ang susunan label pada simpulnya tidak
perlu dikonstruksi, PTSAS pada,Plan R selanjutnya, harus ditentukan susunan
label pada simpul-simpulnya berdasarkan ajasenar ampul-simpul pada graf
tersebut. Untuk menentukan ajasensi antar simgkaliges ajasensi antar label
simpulnya bisa dibantu dengan menggunakan lemma 3.1

Berdasarkan lemma 3.1 diketahui bahwa S adalahumarpjumlah label
simpul yang saling ajasen. Karena label untuk gésiadalah 4 dan 5, maka
diperoleh S untuk fadalah S(B = {9 — 4, 9 — 5}, S(B) = {5, 4}. Untuk
selanjutnya didefinisikan S = {ss, s, ..., g}, maka S(B) = {5, 4} = {s1, $}.

% s5=5=(2, 3), artinya pasangan label simpul yaage yang mungkin untuk
s, adalah label 2 dan label 3. Disini urutan penulis@ak berpengaruh,
artinya pasangan label (2, 3) akan tepat sama depgsangan label (3, 2).
Pengertian seperti ini akan berlaku dan digunakatukuseterusnya pada
bahasan ini. Karena kemungkinan untyk=5 hanya satu pada i, maka
label 2 haruslah ajasen dengan label 3.

% s =4 = (1, 3), karena kemungkinan pasangan labgbdi yang ajasen pada
s hanya satu, maka label 1 harus ajasen dengan 3alei artinya label 3
harus berderajat dua, sedangkan simpul yang bgatldtea pada fadalah v,

oleh karena itu wakan dilabeli dengan 3, sedangkan label untuklan
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adalah 1 atau 2. Misalkan label untukadalah 1 dan label untuk adalah 2

maka gambar pelabelan akan menjadi seperti berikut

3 2

[ J=

jika label untuk y adalah 2 dan label untuks \adalah 1 maka gambar

pelabelan akan menjadi seperti berikut :

3 1

[ )N}

Terakhir, tinggal melengkapi dengan label-labsingia supaya terbentuk
gambar utuh PTSAS pada.RCara melabeli sisi-sisinya mudah, berdasarkan
definisi PTSAS, maka k x(v;) — A(vi+1) dengan i = 1, 2, 3, ..., p, adalah label
untuk sisi-sisinya. Dengan menggunakan cara tetseimka didapat gambaran

utuh dua PTSAS pada Bebagai berikut

dan

Kedua pelabelan tersebut adalah pelabelan yan@,ssemingga bisa diambil
salah satunya saja. Pada pembahasan selanjutnygkpluada dua pelabelan yang

sama, maka akan diambil salah satunya saja.
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Pelabelan dual super untuk PTSAS pagadéhgan k= 9 adalah PTSAS
dengan K = 8. Dengan demikian PTSAS padadengan k= 8 adalah pelabelan
dual super dari PTSAS padad®engan k= 9.

» Untuk k, =8

Himpunan label simpuk(V(P)) = {a1, &, &, ..., &}, A(vi) = &, dengan
i=1, 2, 3,...p. Maka himpunan label simpul unRIKSAS pada fdengan k=9
adalah\v(V(P3)) = {2, 3, 1}. Berdasarkan lemma 3.3, maka himpuftabel simpul
untuk pelabelan dual supernya adalEfv(Ps)) = {2, 1, 3}. Yang ditulis
merupakan pelabelan simpulnya saja, karena petalse&da mengikuti pelabelan

simpulnya. Secara lengkap gambar pelabelannya sielbagkut

oN
[N
w

Pelabelan Total Sisi-Ajaib Super Pada P,dengan Dualitas Pelabelannya
Pada R, p = 4 dan q = 3. Gambar Bebelum dilabeli adalah sebagai

berikut :

V1 Vo V3 V4

Berdasarkan teorema 3.2 graf lintasgra®alah graf total sisi-ajaib super
dengan konstanta ajaib k = 11. Label-label untskssinya adalah 5, 6, dan 7,
sehingga S(f={11-5,11-6,11-7}={6,5,4}={5 S, S}

5 =6=(2 4)

$=5=(1,4); (23
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4=(1,3)

Dari keterangan tersebut, dapat dikonstruksi seld@BAS pada P dengan

langkah-langkah sebagai berikut :

R/
A X4

R/
A X4

Pada sjelas, label 2 harus ajasen dengan label 4.

Pada s ada dua kemungkinan. Kemungkinan pertama, jikenblilapasangan
label (1, 4), maka label 4 juga ajasen dengan lapekibatnya label 4 harus

ditempatkan pada simpul yang berderajat dua.

4 1

o N

Pada g label 1 harus ajasen dengan label 3, ini artiapel 1 juga harus

ditempatkan pada simpul berderajat dua. Ada dupidigang berderajat dua,
sehingga tepat akan ditempati oleh label 1 dan lbgedangkan dua simpul
lainnya akan labeli oleh 2 dan 3 dengan ketentabel I2 ajasen dengan label
4 sedangkan label 3 ajasen dengan label 1, sehofiggpat pelabelan pada

Pa.

Secara lengkap, gambaran utuh PTSAS pada&ah sebagai berikut :

2 4 1 3
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s Kemungkinan kedua pada gika diambil pasangan label (2, 3), maka lahel 2
selain ajasen dengan label 4 juga ajasen dengah3abkibatnya label 2 yang

harus ditempatkan pada simpul yang berderajat dua.

2 4

[ Xé¥)

% Pada 5 label 3 ajasen dengan label 1. Sekarang label jang ditempatkan
pada simpul berderajat dua adalah label 2 dan dgngian label 1 dan 4
menempati dua simpul lainnya, dengan ketentuan lalbgasen dengan label
3, sedangkan label 4 ajasen dengan label 2, sehiiggpat pelabelan yang

kedua padapP

Secara lengkap, gambaran utuh PTSAS pada&ah sebagai berikut :

1 3 2 4

Pelabelan dual super untuk PTSAS pagladéhgan k = 11 adalah PTSAS
dengan k' = 11. Berarti (sama seperti pagepelabelan dual super untuk PTSAS

pada R adalah pelabelaself-dual.

Pelabelan Total Sisi-Ajaib Super Pada Psdengan Dualitas Pelabelannya
Pada B, p = 5 dan q = 4. Gambarai sebelum dilabeli adalah sebagai

berikut :
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Berdasarkan teorema 3.2 &lalah graf total sisi-ajaib super dengan
konstanta ajaib k= 14 dan k = 13. Berarti terdapat dua konstanta ajaib yang
masing-masing akan membentuk PTSAS pada P
> Untuk kg =14
Label-label sisinya adalah 6, 7, 8, dan 9. Sehimygaroleh S(p) = {8, 7, 6, 5}.
$=8=(3,5)
$=7=(2,5); (3,4
$=6=(1,5);(2,4)
$=5=(1,4);(23)

Dari keterangan di atas, terdapat beberapa kemeglpasangan label untuk
label-label simpulnya, sehingga setelah dikonstrakein membentuk PTSAS
pada B.

Berikut uraiannya :

s Pada sjelas, label 3 harus ajasen dengan label 5.

% Pada sada dua kemungkinan, misal diambil pasangan khel), ini berarti
label 3 ditempatkan pada simpul yang berderajat dkibatnya label 4 tidak

akan ajasen dengan label 5.

% Pada gjuga terdapat dua kemungkinan, misal diambil pgaarnabel (1, 5),

berarti label 5 juga ditempatkan pada simpul bejdédua.

4 3 5 1
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Tetapi jika ini terjadi, tidak akan terbentuk PTSA&rena padassdua
kemungkinan pasangan label, (1, 4) dan (2, 3), &ega tidak mungkin
terjadi karena label 1 dan label 4 sudah terpisapdtti terlihat pada gambar),
sedangkan label 3 sudah ditempatkan pada simpdetagat dua, sehingga
tidak mungkin ajasen dengan label 2. Jadi pg@anbil pasangan label (2, 4).

Berarti sekarang label 4 yang ditempatkan padatditrgrderajat dua.

2 4 3 5

Tetapi, pelabelan ini juga tidak akan membentuk 3, &arena pada, $idak
mungkin mengambil pasangan label (1, 4) karend llsidah ditempatkan
pada simpul berderajat dua, sedangkan jika menggrabangan label (2, 3)
pun tidak mungkin, karena label 2 dan 3 sudah aljkan oleh label 4.
Dengan demikian letak kesalahannya adalah padapdnign pasangan label
pada s.

Pada sdiambil pasangan label (2, 5). Berarti label ®mlipatkan pada simpul

berderajat dua.

Kemudian padass karena tidak mungkin mengambil pasangan labeb)]1,
maka diambil pasangan label (2, 4), artinya labgluB ditempatkan pada

simpul berderajat dua.

3 5 2 4

r——————o— 0 ——0
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% Selanjutnya padasgidak mungkin mengambil pasangan label (2, 3)ekar
label 3 dengan label 2 sudah dipisahkan oleh |&hetehingga diambil

pasangan label (1, 4).

3

¢ U1

N
o &
o

% Sekarang tinggal dilengkapi dengan label-labelnggi supaya terbentuk
gambar utuh PTSAS pada. PAkhirnya terbentuklah PTSAS padg HBengan

gambaran utuh sebagai berikut :

3 5

N
¢
P

Pelabelan dual super untuk PTSAS paglddhgan k= 14 adalah PTSAS
dengan K = 13. Dengan demikian PTSAS padg ékengan k = 13 adalah
pelabelan dual super dari PTSAS padaé&hgan k= 14.

» Untuk ko = 13

Himpunan label simpul untuk PTSAS pada d&ngan k = 14 adalah
MV(Ps)) = {3, 5, 2, 4, 1}. Berdasarkan lemma 3.3, himaarabel simpul untuk
pelabelan dual supernya adalafv(Ps)) = {3, 1, 4, 2, 5}. Secara lengkap gambar

pelabelannya adalah sebagai berikut :

o w

=
LI
o NV
e Ul
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Pelabelan Total Sisi-Ajaib Super Pada Psdengan Dualitas Pelabelannya
Pada B, p = 6 dan g = 5. Adapun gambaransebelum dilabeli adalah
sebagai berikut :

Vi V2 V3 V4 Vs Ve

Berdasarkan teorema 3.2 &alah graf total sisi-ajaib super dengan
konstanta ajaib k = 16. Label-label sisi untuk @lalah 7, 8, 9, 10, dan 11.
Sehingga untuk S¢pP= {9, 8, 7, 6, 5}.
$=9=(3,6);(4,5)
$=8=(2,6),(3,5)
$=7=(1,6);(2,5); (3 4)
$4=6=(1,5); (2, 4)
$=5=(1,4); (2, 3)

Dari keterangan tersebut di atas, terdapat bebd&mpangkinan pasangan label
simpul untuk membentuk PTSAS pada P

Berikut uraiannya: (untuk uraian berikut ini tidakenuliskan langkah yang
mengalami kesalahan, karena pembahasannya akalekete)

% Pada sdiambil pasangan label (3, 6), sehingga

% Pada s terdapat dua kemungkinan, untuk kali ini diambdisgngan label

(2, 6), sehingga label 6 ditempatkan pada simpuldyajat dua

3 6 2

r——0
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s Kemudian padass karena tidak memungkinkan mengambil pasangan labe
(1, 6), maka kemungkinannya adalah pasangan |2bél)(dan (3, 4), untuk
kali ini diambil pasangan label (2, 5)

3 6 2 5

% Selanjutnya padasgidak mungkin mengambil pasangan label (2, 4)ekar
label 2 sudah ditempatkan pada simpul berderamtmaka diambil pasangan

label (1, 5)

% Terakhir pada 5 karena tidak mungkin mengambil pasangan label3)2,

maka diambil pasangan label (1, 4)

3 6 2

(6)]
[N
o

Sekarang tinggal melengkapi dengan label-labelnyasi sehingga terbentuk

PTSAS padaf

D
N

3 5 1 4

7 8 9 10 11

Pada B terdapat beberapa PTSAS yang berbeda. Untuk petalzennya
didapat dengan menggunakan metode dan cara yargssguerti telah dijelaskan
pada pembahasan-pembahasan sebelumnya. Untuk peikg@m dari himpunan

S tidak harus berurutan. Artinya pengambilan laigelk harus dari;$ kemudian
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S, $ dan seterusnya, tetapi bisa acak, misal dabasu kemudian ke;ss; dan
seterusnya.
Setelah dilakukan pengonstruksian maka didaparbph PTSAS pada P

lainnya sebagai berikut :

1 5 4 3 2 6
10 7 .9 11 .8
2 4 1 6 3 5
S 112 10 0 9 7 S8
2 6 3 4 1 5
8 -7 9 11 10
3 2 6 1 5 4
1212 . 8 9 10 7
1 4 2 5 3 6
11 10 9 8 7

Dengan demikian padas Rerdapat enam buah PTSAS yang berbeda,
pelabelan dual super untuk PTSAS pagaéhgan k = 16 adalah PTSAS dengan

k’ = 16. Berarti pelabelan dual untuk PTSAS pagladalah pelabelase f-dual.

Pelabelan Total Sisi-Ajaib Super Pada P; dengan Dualitas Pelabelannya
Pada P, p = 7 dan q = 6. Gambaran $belum dilabeli adalah sebagai

berikut :

V1 Vo V3 Va4 Vs Ve V7
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P, adalah graf total sisi-ajaib super dengan konatafib k = 19 dan
ko, = 18. Berarti terdapat dua konstanta ajaib yangsimgamasing akan
membentuk PTSAS pada.P

Setelah dilakukan pengonstruksian padas@perti yang telah lakukan
pada pengontruksian-pengonstruksian PTSAS padabelumnya, maka didapat
beberapa PTSAS untuk Bebagai berikut :

» Untuk k]_ =19

1 5 2 6 3 7 4
. 13 12 11 10 9 8
1 5 6 2 7 3 4
S 13 8 11 10 9 12
1 6 5 3 7 2 4
12 8 11 9 10 13
1 7 3 6 5 2 4
S 1 9 10 8 12 13
2 4 5 6 1 7 3
S 13 10 8§ 12 11 9
2 5 1 7 4 6 3
S 12 13 112 8 9 10
2 6 1 5 4 7 3
1 12 13 10 8 9

N
~
P
¢ U1
| el
* ~
o w

10 11 13 8 9 12
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N

7 5

10 8 9 12 13 11

’ YN
' Y

=
o w

Jadi pada Pterdapat sembilan PTSAS yang berbeda. Pelabekdrsdper
untuk PTSAS pada;Rdengan k= 19 adalah PTSAS dengai k 18. Berarti
PTSAS pada Pdengan k= 18 adalah pelabelan dual super dari PTSAS pada P
dengan k= 19.

» Untuk k, =18

Dengan menggunakan metode yang sama, seperti détddukan pada

pembahasan sebelumnya untuk mencari pelabelansdpair, didapat PTSAS

pada R dengan k= k;’ = 18 sebagai berikut :

6 1 4 2 7 3 5
11 13 12 9 8 10
6 1 7 3 2 4 5
11 10 8 13 12 9
6 2 7 3 4 1 5
S 12 8 11 9 10 13
6 3 7 1 4 2 5
S 9 8 10 13 12 11
6 4 3 2 7 1 5
© 13 10 8§ 12 11 9
7 1 5 2 3 6 4
© 10 12 112 13 9 8

~

N
oW
¢ U1

=
* o
[ N




\]

[ 2NN

N

¢ O
=

® o
[ JSN

\]

[ 2NN

’ We))

10 11

N
¢ U1

12

[N
[ JSN

10 11

Hasil Lengkap PTSASpadaP,dengan2<n<7

hanya menampilkan himpunan label simpulnya saja.
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Pada bagian ini tidak disertai dengan gambaran EXUS8AS-nya, tapi

Tabel 3.1

Hasil Lengkap PTSAS pada,Rlengan X n<7

P | k MV (Pn))

P, | 6]{12}

Ps | 9|{1,3 2

8 [ {2 1,3}

P, | 1111, 3,2 4}
(3.1,4, 2

Ps | 14|{1, 4,2, 5,3}

13]1{3, 1, 4, 2, 5}

Ps | 16|{1,4,2,5, 3, 6} {2,6,3,4,1,5}

{1,5,4,3, 2,6} {3,2,6, 1,5, 4}
{2,4,1,6,3,5} {3,6,2,5,1, 4}

P, [19/{1,5,2,6,3,7,4} | {1,7,3,6,5,2,4 | {2, 8,5,4,7,3}
{1,5,6,2,7,3,4} | {2,4,5,6,1,7,3} | {2,1,5,6, 4,3}
{1,6,5,3,7,2,4} | {2,5,1,7,4,6,3} | {2,%6,1,5,3}

181{7,3,6,2,5, 1,4} | {7,1,5,2,3,6,4} | {6,42,3, 41,5}
{7,3,2,6,1,5,4} | {6,4,3,2,7,1,5 | {6,%,3,2 4,5}

{7,2,3,5,1, 6, 4}

{6,3,7,1,4,2,5}

{6,4,2,7, 3,5}
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Setelah dilakukan proses pengonstruksian PTSASa pad dengan
2 < n < 7, serta dari tabel 3.1 yang merupakan hasil lapg#tari proses
pengonstruksian tersebut, terdapat beberapa hahrikeyang terlihat beraturan
(pola). Sehingga selain menggunakan definisi, tearedan lemma seperti yang
telah dilakukan pada pengonstruksian-pengonstmkBiESAS sebelumnya, pola
ini bisa tambahkan untuk dijadikan panduan menoangonstruksi PTSAS pada
P, secara umum.

Jika dilihat dari segi konstanta ajaibnya, tetlibahwa untuk PTSAS pada
P, dengan n ganijil, maka konstanta ajail=kk;’ = k. Artinya PTSAS pada P
dengan konstanta ajaiby knerupakan pelabelan dual super dari PTSAS pada P
dengan konstanta ajail.kBegitu juga berlaku untuk sebaliknya. Sehinggsa bi
dikatakan PTSAS pada, Mengan n ganjil, dimana terdapat dua konstanth, aja
maka keduanya saling dual. Dengan demikian, unteskgonstruksi PTSAS pada
P, dengan n ganjil cukup mencari salah satunya sajekddua konstanta ajaib
tersebut. Sedangkan untuk PTSAS padadéngan n genap, konstanta ajaib
k = k. Artinya pelabelan dual super untuk PTSAS @& dengan n genap adalah
dirinya sendiri ¢elf-dual), sehingga tidak perlu lagi mencari pelabelan dual
supernya.

Adapun pola lainnya yang berhasil ditemukan adséddagai berikut :
Konjektur 3.1 : Misalkan adalah PTSAS pada, Flengan himpunan simpul
V(P) = {vi, Vo, V3, Vs, ..., W}, maka M(V(P)) = {&, &, &, &, ..., &} dengan

Mvi)=a,i=1,2,3, ..., ndan njumlah simpul. Dan misallJ = a + &, maka
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» Untuk n genap
U=ag+a=n+1
» Untuk n ganijil

jika k =22 maka U 22¢

S5n+1 3k+1
nt ,makaU—;r

jika k =32

3.2 Algoritma Pengonstruksian Pelabelan Total Sisi-Ajaib Super pada Graf
Lintasan
Berdasarkan proses pengonstruksian PTSAS padérgesian R dengan
2<n<7 disub bab sebelumnya membuat penulis berpéigaimana merancang
suatu algoritma yang cukup baik untuk mengonstrgksitu PTSAS pada graf
lintasan R secara umum. Berikut adalah algoritma untuk meimeangonstruksi

suatu pelabelan total sisi-ajaib super pada gneddan :
Masukan : sejumlah simpul naWN

Keluaran : himpunan label(V(P,)) yang membentuk graf total sisi-ajaib super
dengan nilai konstanta ajaib tertentu, jumlah td®alISAS yang
berbeda dan gambar utuh graf lintasan yang sudibetlisecara total

sisi ajaib super.
Proses :

1. Cek, apakah n genap atau ganijil

2. Jika n genap, maka konstanta ajaibirl%;é
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5n+1 )
= kl

. Jika n ganjil, maka konstanta ajaib:k5“2+3 dank =
. Tentukan label-label simpul dan sisinya

. Dari konstanta ajaib dan label-label sisinya, teatuhimpunan S

. Tentukan ajasensi label-label simpulnya berdasahkapunan S yang telah
diketahui

. Gunakan konjektur 3.1 untuk mempermudah penempdtdel-label
(melakukan pelabelan) pada simpul-simpul graf #ate yang akan
dikonstruksi

. Tentukan label-label sisinya dengan menggunakamnusukn—i(Vv;) — A(Vi+1)

dengani=1,2,3,...,n

. Selesai
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3.2.1 Implementasi dan Simulasi

Berikut adalah implementasi dari algoritma pengaksian pelabelan
total sisi-ajaib super pada graf lintasan yang piementasikan dalam bentuk
program aplikasi komputer menggunakan bahasa peamag Delphi, disertai
dengan simulasi penggunaan program tersebut.
Tampilan awal dari program aplikasi komputer yargudt, tampak pada gambar

berikut :

PTSAS g'

Jumlah Simpul : E_j cary| Total:

Gambar 3.3 Interface (antarmuka) awal program aplikasi komputer

Pengoperasian program aplikasi tersebut sangathsede dengan meng-
klik tanda panah atas atau tanda panah bawah padem KJumlah Simpul
maka akan tampak angka-angka yang menunjukkan humeimpul sebagai
masukan, pada program aplikasi ini jumlah simpudathsi dari 2 sampai 9.
Setelah memilih angka yang akan menjadi masukargguma meng-klik tombol

‘CARI', maka program aplikasi akan menampilkan rapa himpunan label
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simpul yang membentuk pelabelan total sisi-ajaipes{PTSAS) pada kolom di

bawahnya, jumlah himpunan label simpul yang berlpedia kolom ‘Total :’, dan

nilai konstanta ajaib K pada kolom di bawah kolamunan label simpul.

Pada simulasi ini, angka masukannya adalah 8 diial9ni dikarenakan

pada proses pengonstruksian secara manual tidakukidn untuk graf lintasan

dengan jumlah simpul delapan dan sembilan. Sdlaimntuk menguji kehandalan

algoritma yang diperoleh dari proses pengonstruk§ldaSAS pada Pdengan

2<n<7.

Pada simulasi pertama pengguna memilih angka &aeb@asukan pada

kolom ‘Jumlah Simpul

', setelah mengklik tombol ARI', maka tampilan

program aplikasi akan tampak seperti pada gambéube

X

PTSAS
Jumlah Simpul : |a_J CARI| Total: 28
{1,6,5,3,7,2,4,8} s
{1,7,3,6,5,2,4,8%
{1, 7,52,4,6,3,8%
§1,7,5,6,3,4,2, 8
{2,4,6,1,8,3,5,7}
{2,4,8,1,6,5,3, 7}
{2,6,1,5,4,8,3,7}
{2a6’493989 19597} b
K=21
1 T 5 6 3 4 2 8

Gambar 3.4 Interface (antarmuka) setelah pengguna memasukkan angka 8
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Terlihat bahwa dengan memilih angka 8 sebagai kaasudiperoleh
beberapa himpunan label simpul yang membentuk fuedébelan total sisi-ajaib
super pada graf lintasa, fumlah himpunan label simpul ada 28 sepertihatli
pada kolom ‘Total: 28'. Artinya padagRerdapat 28 PTSAS yang berbeda dan
konstanta ajaibnya adalah 21 seperti terlihat pattan ‘K = 21’ di bawah kolom
himpunan label simpul. Apabila pengguna meng-kéikas satu himpunan label
simpul, pada simulasi di atas pengguna meng-khiphinan label simpul {1. 7, 5,
6, 3, 4, 2, 8}, maka akan ditampilkan graf lintagamg sudah dilabeli dengan
himpunan label simpul yang dipilih tadi disertaindan label sisinya sehingga
membentuk graf total sisi-ajaib super, letaknyakdiom paling bawah pada
interface program aplikasi.

Pada simulasi kedua pengguna memilih angka 9, yargpakan angka
ganjil sebagai masukannya. Maka tampilan progralkesp akan tampak seperti

pada gambar berikut :

PTSAS 3]
Jumlah Simpul:’g_ﬂ CARI| Total: 62
{1,6,2,7,3,8,4,9, 5y ~1{51,6,2,7,3,8,4,9}; =
{1,6,8,2,7,4,9,3,5} {5,1,7,6,3,4,8,2,9}
{1,6,8,4,9,2,7,3,5% 1,8,2,6,7, 4 9
{1,7,2,9,3,4,6,8,5} {5,1,8,4,3,7,6,2,9}
{1,7,3,6,8,4,9,2,5} {5,2,4,6,7,1,8,3,9}
{1,7,4,9,3,6,8,2,5} {5,2,4,8,3,6,7,1,9}
{1,7,6,3,4,8,2,9,5} {5,3,7,6,1,8,4,2,9}
{197569852599354!5} % {5!3!8945297565 199} b’
K1=24 K2=23

Gambar 3.5 Interface (antarmuka) setelah pengguna memasukkan angka 9
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Dengan memilih angka ganjil, maka kedua kolom dw&h kolom
‘Jumlah Simpul : 9’ terisi oleh himpunan label swhyang membentuk PTSAS,
ini disebabkan karena PTSAS padadengan n ganjil memiliki dua konstanta
ajaib yang saling dual. Kedua konstanta ajaib Ktli,dan K2, terlihat di bawah
masing-masing kolom himpunan label simpul, sekalignenunjukkan bahwa
himpunan label simpul tersebut membentuk PTSAS alekgnstanta ajaib sesuai
dengan nilai K yang berada di bawahnya. Ternyatm@&miliki 62 buah PTSAS
yang berbeda dan terbagi dua, yaitu 31 PTSAS dekgastanta ajaib K1 = 24
dan 31 PTSAS dengan konstanta ajaib K2 = 23.

Dari beberapa simulasi yang dilakukan penulis, twakoses rnunning)
simulasi oleh komputer terbilang cepat untuk angkgka masukan (jumlah
simpul) yang kecil. Tetapi untuk jumlah simpul yabgnyak, membutuhkan
waktu beberapa detik. Contohnya bila pengguna nienaihgka 9 sebagai
masukkan, maka proses simulasi membutuhkan wakitas@4 detik. Apalagi
jika angka masukannya lebih besar, maka proseslasimgang dibutuhkan pun
akan lebih lama. Hal ini dikarenakan semakin besagka masukan, semakin

besar pula ruangandom permutasinya.



