BAB |1

PECAHAN KONTINU dan PIANO

A. Pecahan Kontinu Tak Hingga dan Bilangan Irrasional

Sekarang akan dibahas tentang pecahan kontinuiriggahyang diawali

dengan barisan tak hingga bilangan butafa,, .., dan dilanjutkan dengan

mendefinisikan dua barisan bilangan buiak sebagai berikut:

}l n=ﬂ }l_j_:l }l:-=ﬂ-:-}l:-_1_h:'_:_u I'Eﬂ

ko, =1 k_,=0 k,=ak,_, +k_, 1=0,

Menggunakan barisan di atas, tiga teorema berikah anembuat suatu

pecahan kontinu tak hingga.

Teorema 3.1

Untuk sebarang bilangan real positjf

Bukti

Gunakan induksi matematika.

Pertama, jikg = 0, maka

[x] = x
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xh_y+h_; x+0
xk_+k, 0+1 =

Selanjutnya, jikg = 1, maka

xhy +h_y xlagh_, +h_,)+h_; xa;+1 1
= = =a, +—= [agx].
xky+k_y  xlagh_y +k_)+k_, x x

Diasumsikan untuk [a, a4,..,a,,x] adalah benar dan dengan

memanipulasi ruas kiri diperoleh:
1
l[ag.aq, . a,,x] = |ag aq, .., @,_q. a, —|—; A

Persamaan di atas dapat diubah menjadi

[a*n + 1fﬂ]hn-1 + hn-: — x(anhn—l + hn -Zj + Ih’n-l _ xhn + hn-l
(a, + 1/m)k,  +k, ., =x(ak, ,+k, ,)+k,; =xk, +k, 4

Akibatnya teorema ini benar untyik= 0. m

Teorema 3.1 dapat digunakan untuk membuktikan dearema

berikutnya.

Teorema 3.2

Jikar, = [ag, a4,..,a,] untuk semua bilangan bulat= 0, makar, = h“fk :

(]

Bukti

Gunakan teorema 3.1 dengan menggantikdangarz, dan didapatkan
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. =lag ay, .. @] = =

Teorema 3.2 di atas dapat digunakan untuk mendariuntuk suatur,

yang akan dianalisis pada bahasan berikutnya. @abehembahas materi

tersebut, terlebih dahulu akan disajikan teorereetaa berikut:
Teorema 3.3

Persamaan berikut benar untui& —1 :

(1) heke;_y = by = (1)

i-1

kky

() r-r,=

() hike;_y = hiok; = (1) a;.

_~13
4) f=T_, =—.
( )rl r.I kiki_z

Bukti

Dengan menggunakan induksi matematik untuk pemdgnukgorema ini, diawali

untuk persamaan 1, jike= —1 :
h_yk_y—h_jk_y = (D)D) -(0)0)=1

Untuk langkah selanjutnya, asumsikan,k._, —h,_,k,_, = (—1)"=.

Dengan menggunakan definisi dark di atas:

kg — higky = (aghyy + Ry p)kiy — Ry (aikiy +ki )

L L
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_(he—lke—z —h;_, ke—ﬂ = _1(_1ji_: = (_lji_l-

Dengan demikian sudah dibuktikan bagian pertama tdarema 3.3 dengan

induksi matematik.

Bagian kedua dari teorema 3.3, diperoleh dengambagi persamaan

pertama dengak;_, k;. Didapat:

By — gk, _ (1)
k-1 K kg k;

Selanjutnya bahwa

hikip = higk; = (ashmy + hi )k p —hy_a(a kg +k;)

| = L
a; (higki—s — hy_akiog) = @ (=1)"

Akhirnya sesuai yang dikerjakan pada pembuktiartape, bagi persamaan

pertama itu dengak,_, k,. Dihasilkan:

h’iki—z - h:‘—zkz‘ h’iki—z h:‘—zkz‘
k:‘—zkf a k:—: k:‘ - k:‘—zkf

h; hi_; _ —1%a,

k:‘ k:‘—: T T kiki—z "
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Teorema 3.4

Nilai r; yang didefinisikan pada teorema 3.1 memenuhi rdatahingga dari

ketidaksamaan

T, <1, <7 <1y < [setiap v genap] .. [setiap v ganjil]l < v < <y <n.
Catat j = 0, r, denganr yang genap membentuk suatu barisan yang naik,

sedangkan yang ganjil membentuk suatu barisan yang turun,sgééiapr, ; lebih
kecil dari setiap T q- Selanjutnya, lim,.. v ~ ada, —dan setiap

j= 0y <lim, 7, <Tiaq-

ot Hn

Bukti

Diketahui bahwak, = @ untuki =0 dan a;, = 1 untuk i = 1 (Sebarang suku
tengah di pecahan kontinu haruslah bilangan bulsitif jika itu nol, maka tidak
memiliki suku-sukuz; selanjutnya). Lebih lanjut, pakai persamaan umnfukr;_,

danr; — r;_, menurut teorema 3.3.

Dengan menggunakan teorema 3.3 pada persamaan tgaingdiberikan,

-17ig, =% . . -1%g,;
Ty T Ty-2 =5 - Karena—1% =1 untuk i bilangan asli, maka——-

=J

selalu positif, akibatnya, ; = r,._, ataur,; < r,. ...

Bisa juga dengan menggariti=2j + 1, menjadi 75504 — ;o4 =

- —1=-i-+:|1_.- . . .
Karena—1%**! = —1, maka———="* selalu negatif, akibatnya._, = r,.,.
[ £ 5 - -

2f+1Mgj-1
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Terakhir, gunakan teorema 3.3 (2) dengan menggastizj. Didapatkanlah

_1:_i'—: .. _1:_i'—:
Karena —1%~' = -1, maka —

&7 £ 1. . . 1
- ? MogjMgjy Rogjfgj—yg

selalu negaitif,
akibatnyar, ; < ry;_;.

Dari hal di atas, disimpulkan

(3) Ty STy STy L

4) - - A

Selanjutnya, akan dibuktikan bahwg < r,;_; untuk sebarang bilangan

asli n,j. Menggunakan ketidaksamaan pada bentuk (3) dap ddapat

ketidaksamaan

Tin = Tantzj = Tontzj-1 < Tzj—1

Diketahui bahwar, adalah nilai terkecil sementarg adalah nilai
terbesarnya. Oleh karena itu, sukuyang ganjil membentuk suatu barisan
monoton turun ke bawah olaf, sementara suku yang genap membentuk suatu
barisan monoton naik ke atas otghAkibatnya, kedua bentuk barisamemiliki
limit. Diketahui bahwa kedua limit adalah sama karenenurut teorema 3.3,

-t

T T =1
PRl k.

cenderung nol untuk sampai tak hingga (karenanaik, k,

ikut naik). Oleh karena itu limit untuk, ada selama: cenderung tak hingga.
Akhirnya karena untuk semua suku-sukuyang genap pasti lebih kecil dari

semua suku-suki yang ganjil dan kedua barisan dari suku-sukunyanifie
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limit yang sama (katakatim, ., r,), diketahui juga limit terdapat diantara setiap

suku genap dan setiap suku ganjil yang dinyatakan:

Ty; < lim, .7, < 75,2, UNtUK SEMUG = 0.0

-

Teorema 3.1-3.4 menyatakan bahwa suatu barisdrirtgga dari bilangan

bulat menentukan suatu pecahan kontinu tak hingg&uk a,,a,,..). Lebih

lanjutnya,  teorema-teorema  ini menyarankan bahwalai ni dari

lim,_,.lagaq ..., a,] adalahlim,_, .7,.

Sekarang akan dijabarkan mengenai konsep pecaminlktak hingga.
Teorema 3.5

Nilai dari sebarang pecahan kontinu yang sedertenhinggala,,. @, ... | adalah

irrasional.
Bukti

Nyatakan pecahan kontinu tak hing®, a,,..] sebagai# (notasi® sebagai
pecahan kontinu hingga d#nsebagai pecahan kontinu tak hingga). Berdasarkan
teorema 3.4 bahw# berada di antara, danr,., untuk setiapn = 0. Jadi

diketahui bahwad < |8 —x, | < |, ., —r,,|. Kalikan dengark,,:

0<|k,B=h,| <k,r. -7l

1 dapat dituliskan

Dengan menggunakan teorema 3., —r,| = —

1
KnMnes

kembali menjadi
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0= |k,0 —h,| <

k

ntl

Akan dibuktikan teorema 3.5 ini dengan menggunakantradiksi.

Misalkan dianggap bahw# adalah kedua pecahan kontinu tak hingga dan

merepresentasikan suatu bilangan rasional. I\ﬂsalﬂijb dengana, b bilangan

bulat positif. Kalikan ketidaksamaan dengadan didapatkan:

0« <

k, (g)b—hnb

ntl

0 < |k,a—hb| < 3

ntl

Menurut definisik,, bahwa barisar;, } meloncat-meloncat dan tepat naik.
Jadi pilih sebuahn yang cukup besar sedemikian sehingge k,.,. Jadi
bilangan bulat|k,a — k, b| haruslah berada di antadadan 1, di mana hal itu
tidak mungkin karenipk, @ — k., b| harus bilangan bulat. Jadi pengandaian di atas

salah, akibatnya teorema ini bermr.

Sudah dijelaskan bahwa pecahan kontinu tak hinggeepresentasikan
bilangan irrasional. Dua teorema berikutnya akammetikan bahwa jika dua

pecahan kontinu tak hingga itu berbeda, maka nyaiitak akan sama.
Teorema 3.6

Misalkan 6 = [a,, a,....] suatu pecahan kontinu sederhana make= [6].

Selanjutnya jike; menyatakar[a,, a,, ...] makad = a, + 1)/5, :
1
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Bukti

Dari teorema 3.4 diketahui bahwa < @ < r;; gunakan ketidaksamaan ini untuk

6 menghasilkam, < 8 < a + 1/, .

Diketahui bahwaa, = 0, jadi a; < & < a, + lfal < a, + 1. Dapat dituliskan

kembali sebagai, = & = a, + 1. Diketahui pulez, adalah bilangan bulat bagian

dari 8. Oleh karena itw, = [£].
Selanjutnya dari teorema 3.4 bahwa nfidderada di limitz mendekati tak
hingga. Jadi didapat:

1 1

T | I

lim, . lag.a a, ]| = lim a, +
Qrllgr meny — o .
-y % 8 lim, .. [as .., a,]

=aD—|-g—l
1

Teorema 3.7

Dua pecahan kontinu tak hingga sederhana yang deertbeemiliki nilai yang

berbeda.
Bukti

Misalkan [a,, ay, a5, ... ] dan[b,, by, b,, ...] keduanya memiliki nila®. Menurut

teorema 3.6[8] = a, = b,. Selanjutnya

1 1

§ = - —p
o [ay,ag, .. ] o [b1, by, . ]
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Oleh karena itu[a,, a,, ...] haruslah sama dengp, b, ... . Karenanya,

didapat bahwa, = b,.

Sekarang, asumsikaa, = b, untuk i =0,1,...,n — 1. Dari persamaan

sebelumnya

Dari hal itu, diketahui bahwea, ., = b, .. Akibatnya jika dua pecahan

kontinu sederhana yang tak hingga memiliki nilanggasama, maka kedua

pecahan itu sama. Di mana hal itu merupakan koosgrafdari teoremam

Nivan dan Zuckerman menyusun  suatu teorema  dengan

mengkombinasikan dari teorema-teorema di atatedsema tersebut adalah:

“Sebarang bilangan irrasion@ memiliki bentuk yang unik sebagai
pecahan kontinu sederhana yang tak hinggaa,,a,,... ]. Sebaliknya sebarang
pecahan kontinu yang dibagi oleh bilangan bwulayang bernilai positif untuk

semuat = 0 merepresentasikan suatu bilangan irrasichaPecahan kontinu
sederhana yang hingda,, a;, ..., a,,] memiliki nilai rasional yaituhn,/k =1,

T
dan kita sebut suku kkonvergen ke&#. Persamaan-persamaan yang menentukan

h, k menghubungkar:; dank, ke a,. Untukn = 0,2, 4,6, .., membentuk suatu

barisan yang monoton naik mendek&ti Sedangkan untukn =1,3,5,7, ...,
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membentuk suatu barisan yang monoton turun mendékaKekonvergenan
persamaark, adalah suatu barisan yang naik dari sebarangdaabulat positif

untukn = 0."

Untuk bahasan berikutnya, akan terus dip@&kaebagai pecahan kontinu

yang sederhana dan tak hingga. Selanjutnya tigaerteo berikutnya
membolehkan untuk membuat pernyataan yang kuat enanguatu pendekatan

pecahan kontinu tak hingga.

Teorema 3.8

Untuk sebarang: = 0 dan suatug sebagai pecahan kontinu yang tak hingga,

sebaran@il%\c dijamin olehlfk k. dari nilai fraksi. Secara numerik,

‘.5' o z :
_E knkn—i
|6k, =h |=

n n kn_i

Bukti

Menurut teorema 3.3, untuk suatu bilangan irradi@nhisa ditentukan

(5) g-r =g-——=
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(6) — enhn—l + hn—2 _h
gn kn—l + kn—2 k

n-1

= _(h1—1kn—2 - hn_zkn_]) _ _1(_ l)n—z

7) @k tk D) koG ik )
(8) - kn_l(e,;(|2:1+ Ki-2)
Lebih lanjut,
a, = [6]
) i a

Dari dua hal di atas, dinyatakan persamaan (8)gseéba

1 _
ks (G, +Kor)

h
g—_
L ‘ kn‘

Dengan menggunakan definisi dardank, gantia,.,k, + k,_; dengan

T

k.1 untuk mendapatkan ketidaksamaan yang pertamaddkstimaan yang

kedua pada teorema ini hanyalah bentuk yang per#tabkan dengark,,.m
Teorema 3.9

Suatu kekonvergenaﬂ? ,/k mendekat#, artinya
m

h
< ‘Ef—”—'i
k—i

T [

-
k
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Dan ketidaksamaan yang lebih kuat unl@k, — k.| < |8k,_, —h, _,| juga

terpenuhi.
Bukti
Gunakank,_, = k, untuk menunjukkan ketidaksamaan pertama.

= Lok —nplx ok - b s
_kn n n kn n—1 n—i—k

o2
k

n

|Hkn—i - hn—il

sl

Py
=g — 2=
Pt

1
Selanjutnya untuk membuktikan kesamaannya, pé&drati bahwa

a, +1 =68, menurut algoritma pada penyusunan pecahan konf@ngan

menggunakan definisi dakidank,

g ’E{n—l +’E{n—2 = (ﬂ’n + ]Jkn—l + ’E{n—z = ’E{n +kn—1 = Iﬂ:’:'z+:l.’r{:'2 +kn—l = lir{:'2+1

T

Persamaan di atas mendekati dengan berdukr,_;, yang telah

dibuktikan di teorema sebelumnya. Kemudian

1 1
=
Iir‘::'z—l(E:'z'k:vz—l + kn—!) Iiri::'z—l + Iiri::'z-l-l

Jika dikalikan dengak,,_; dan dengan menggunakan teorema 3.9, didapat

1
Ok y = by > — > 6k, —h,|m

n

Teorema 3.10
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Jika ﬂjb suatu bilangan rasional dengan penyebut positiersékian sehingga

untuk sebarang = 1, makab = k,. Selanjutnya jika

-] <fp =",

|8b —al < |8k, — h,| untuk sebarang = 0, makab = k..

Bukti

Pertama, buktikan bagian kedua dari teorema di tdsbih dahulu dengan

menggunakan kontradiksi. Dimulai dengan asulg®& — a| < |#k, — h,| dan

b=k

ntle
xk, +vk,.y = b, xh, +vh .y =a

Dengan definisi darh dan k suku-suku sebagai koefisien dan dengan

menggunakan teorema 3.3 bagian pertama, diketamwa hasil dari koefisien-

koefisien itu adalaht1. Jadi persamaan-persamaan itu memiliki solusissolu
bilangan bulat. Anggag = 0, makab = vk, .,, dan pastilah: bilangan positif.
Karenay bilangan bulat positify = k,.,, dimana kontradiksi dengan asumsi
sebelumnya bahweab < k,.;. Jika y =0, maka a = xh,, b= xk,. Jadi

persamaan benar untisksuatu bilangan bulat positif:
(20) |8b —al = |8xk, —xh,]
(11) = |x||xk, —xh,]

(12) = |k, @—h,|



29

Asumsi yang lainnya bahwé6b —al < |8k, — h,,| kontradiksi dengan

1 h
persamaan (9). Bahwa— = ‘H - =L
K (Bryabipthng) Kn

. Kalikan dengank,, didapat

_r
':En+'_kr1+k:'1+'_:'

=|k,6 — h,|. Dapat dilihat bahwa hal ini kontradiksi dengan

asumsi|lfb —al < |6k, — h,|.

Selanjutnya buktikan bahwa dan y memiliki tanda yang berlawanan.
Jika ¥ =<0, makaxk, = b— vk, .,. Karenay < 0, danb, k., positif, maka
nilai x pastilah positif. Selanjutnya jikear = 0, maka b < k,., berakibat
b < vk,., dan membuat nilaick, negatif. Akibatnya nilaix negatif. Dari
teorema 3.9, diketahu8k, — h, dan &k_., —h_., memiliki tanda yang
berlawanan. Jack(8k, —h, ) danyv(fk, ., — h,.,) memiliki tanda yang sama.
Dari definisi x dan v, didapatlahfb —a = x(8k, —h,) - v(fk, .y —h,.q).

Dua suku di ruas kanan memiliki tanda yang santiatidak apa-apa untuk dibuat

nilai mutlaknya.

|6b —al = |x(6k, = h,) + y(6K, ey —h,.y)

= |xEHI{n = h‘n] | + |}I(H’E{n+1 u h’?‘:+1]|

= |x(6k, = h,)|

= |x[1(8k, — h, )| = [x(6k, — h,)]

Dari hal itu, persamaan tersebut kontradiksi dengaumsi bahwa
|6b —al < |8k, — h,|. Jadi, diketahui bahwa dan y memiliki tanda yang

berlawanan.
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Tahap akhirnya akan dibuktikan jika pernyataanuledari teorema itu
benar, maka pernyataan yang pertama juga benarlldis terdapat suatu

bilangan rasion&F,/b sedemikian sehingga

b=k

—_ n"

\a—g\{‘a—i—:

(13) |8b —al < |6k, —h,|,n=0b>0m

Dari teorema-teorema di atas, memberikan suatubgen bahwa

hn,’k adalah pendekatan yang paling baik untuk suatadmla irrasional di mana

penyebutnya yang paling besar ad&tah

B. Skala Pythagoras dan Skala Helmholtz

Pada masa hidupnya, seorang matematikawan dansgayang pecinta
seni yaitu Pythagoras menyelidiki tentang suatwerwali nada. Pythagoras
membuat suatu aturan tentang frekuensi-frekuensia.naAdapun aturan

Pythagoras itu adalah:

1. Menggandakan suatu frekuensi menjadi satave lebih tinggi. Artinya,
jika frekuensi nada C sebesar 1 Hz, maka frekussda C’ adalah 2 Hz,

dimana C’ lebih tinggi satactave.
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2. Mengalikan frekuensi dengeﬁ}@_ menjadikanperfect fifth. Artinya, jika

frekuensi nada C sebesar 1 Hz, maka frekuensi ﬁr;.iﬁlaHz adalah

perfect fifth dari C. Dalam hal iniperfect fifth C adalah G.

Aturan di atas, berlaku juga untuk kebalikannyadrsnya). Jika frekuensi

nada C’ sebesar 2 Hz, maka frekuensi nada C aé-aiaf,h= 1 Hz, dimana nada C

lebih rendah satwctave dengan nada C’. Demikian juga untuk aturan 2

Pythagoras. Jika frekuensi nada G sebég@.r maka frekuensi nada C adalah

3/, #%/; =1 dimana nada G adalaerfect fifth dari nada C.

Harus diketahui bahwpgerfect fourth didapat dari kombinasi aturan 1 dengan

kebalikan aturan 2. Misalkan frekuensi nada C 1 idaka perfect fourth dari

nada C adalah F dengan frekuehsi2 = 2{3 = 4,/3 Hz. Selain dua aturan di atas,

Pythagoras juga membuat aturan baru untuk menentuleaa-nada dengan

interval 1 nada yang disebut dengahole step. Di mana frekuenswhole step

adalah@'f./8 dari frekuensi dasar. Mdéle step mempunyai interval sebesar 1 nada.

Dari aturan-aturan tersebut, Pythagoras mendapatdandingan frekuensi:

a. octave —2:1
b. perfectfifth — 3:2
c. perfect fourth = 4:3

d. Wholestep — 9:8
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Aturan Pythagoras tersebut menjadi dasar penem@anatia yang biasa
digunakan dalam piano. Di mana aturan tersebuindigen untuk mengkonstruksi

ke-12 nada pada piano.

Kosntruksi dimulai dari nada C, misalkan frekue@siadalah1, dengan
menggunakan aturan 2 dari Pythagoras didpgétct fifth dari C yaitu G dengan

frekuensi 3,’2. Selanjutnya dari G tersebyierfect fifth G yaitu D’ dengan
1‘rekuensi3;'2.3,f2 = 9,’4. Untuk mendapatkan frekuensi D, gunakan invers dar
aturan pertama. Jadi frekuensi D adal%?b‘br.lfz=9f5. Untuk nada-nada

berikutnya, disajikan dalam bentuk tabel frekuensi:

Tabel 3.1 Frekuensi menurut Pythagoras

Nada Frekuensi

C 1

3 =3

G [2:1="/;

D 3}{2_3&_1}(2:9}(8

A 9}5_3,32:2?}16

E 2?/}16_3}32_1}32= Bl}zﬁ4

B 81}264_3‘;2 = 243}}128

F# 243/}128'3/}2'1/}2 = ?EQ}}SH
C# 729512312 = 2187 5045
G# 218?}} 3},} — 6561

2048 /2 4096
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6561 35 1y —19683
b# LLEI'EIE' fz- 3(2 o 3(16384
A# 1‘3‘653}( 3}.' — 59049
16384 /2 32768
F 59049{32?68 _3}.'2 ) 1}.'2 = 1??14?}.'1310?2
C 1??14?}.' 3‘.; - 531441}(
131072 /2 262144

Untuk grafiknya sendiri adalah sebagai berikut:

2 1/2

Frekuensi
=

1/2

Grafik 3.2 Frekuensi menurut Pythagoras
Dari tabel dan grafikk di atas, diketahui frekuen§l’ adalah
23144l 144 Sehingga jika dicari® frekuensi C dari C' adalah
SIAY 2140 o =31 s ss Di mana
531441f524285=1,013643264??050?8125.... Seharusnya nilainya itu

adalahl. Ketidaksesuaian ini lebih dikenal dendg@ythagorean comma. Namun

ketidaksesuaian itu sungguh menghasilkan suatu séai yang tinggi dan
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menghasilkan nada-nada yang indah. Pada bahasanuseya akan dijelaskan

ukuran-ukuran interval nadanya.

Pythagoras hanya menggunakan 4 perbandingan frek(rasio).Perfect
fourth hanyalah kombinasi dari aturan 1 dan invers atu?arPythagoras.
Bagaimana hasil yang diperoleh dengan ditambahledoerapa rasio frekuensi

lainnya? Helmholtz menambahkan beberapa aturamudresk nada dari aturan

Pythagoras. Seperti untukejor third (°/,) dan minor third (5f5). Helmholtz

menentukan sistem untuk 7 nada dasar yang disebgga nada diatonik yang
mana skala ke-7 nada itu sering menjadi acuan urdukonisasi ataupun melodi
nada-nada dalam beberapa aliran musik. Harmonisada yang diperoleh

terdengar lebih indah. Adapun skala Helmholtz dalah:

Di mana Helmoltz hanya menambahkan beberapa frekaani Pythagoras (*).

Untuk grafiknya sendiri adalah sebagai berikut:
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Grafik 3.3 frekuensi menurut Helmoltz

Tangga nada di atas menggunakan tanga nada #iat@yor. Di mana

intervalnya adalatL - 1 — %— 131 = 5 Ketujuh nada tersebut memiliki

-

keunikan sendiri.

Akan dilihat keteraturan dan kelemahan dari sk#tmoltz itu. Dengan
mengikuti diatonik C mayor, Semua nada-nadayor thirds yang mengikuti

skala Helmoltz di atas memiliki rasio yang samaiti¥a
* C-Emempunyai rasig/,
« F-Amempunyairasig/y : 4/ =3/,
+ G-B mempunyai rasiéf‘fg: 3,’2 = 5;‘4
Untuk minor thirds, skala yang seharusnya adaﬁcﬁg. Namun tidak semua nada

minor thirds memiliki rasioE;'S. Yaitu:
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« E-G mempunyai rasid/, : >/, = 6/
. o~ . 95/ _6
A-C’ mempunyai rasic@: ,’3 ,’5
» D-F mempunyairasi6/; : 9/g = 32/, (%)

« B-D’ mempunyai rasid®/;: 13/5 = 6/c

Untuk perfect fifth sendiri, skala yang seharusnya adé?‘i,éfn Namun tidak semua

nadaperfect fifth memiliki rasioE;'z. Yaitu:

«  C-G mempunyai rasid/,

* D-Amempunyairasi /5 : 7/g = 9/ (*)
- E-B mempunyai rasi¢>/g: >/, =3/,

« F-C’ mempunyai rasia: 4f3 = 3,’2

*  G-D'mempunyai rasid®/,: 3/, =3/,

* A-E’mempunyairasid?/,: 3/, =3/,
Untuk perfect fourth juga, tidak semua rasionf}iE. Yaitu:

« C-F mempunyai rasié,’3

»  D-G mempunyairasig/,: 9/g =%/
« E-A mempunyai rasie:u',’3 : 5g’4 = 4}’3
*  G-C'mempunyai rasia: 3/, =%/,

* A-D'mempunyai rasio-8/;:2/; =27/, (*)
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Dari uraian di atas, untuk sistem Helmoltz ini aadisimpulkan bahwa
kunci-kunci mayor thirds yang ada lebih baik dibanding dengan yang lainnya.
Karena semua rasionya sama. Berbeda dengan kumgi{innya yang memiliki

ketidaksesuaian.

Untuk rasio-rasio (*) terdapat ketidaksesuaiaka Jiicari faktor yang

membedakannya:

« Rasio D-F adalah 32‘,-’2_? yang seharusnya 5j5. Maka

°f5: % /27=""g0

-« Rasio D-A adalah %0/, yang seharusnya 3/,. Maka

3{42 . 40{/2? = 81{/89

- Rasio A-D' adalah 27/5, yang seharusnya */;. Maka
4y .27, _81
/3% /20="""/s0

Ketidaksesuaian di atas disebut dengygtonic comma.



