


BAB III

RUANG FUNGSI CESARO

3.1 Pembentukan Ruang Fungsi Cesaro

Misal A suatu operator linear dan Y sebuah ruang fungsi, didefinisikan

ruang baru X, dimana X:- {/1 Af e Y}. Asumsikan bahwa pemetaan A dari X

ke Y adalah pemetaan satu-satu dan onto.

Adapun proses pembentukan ruang fungsi Cesaro dinyatakan dalam

definisi berikut ini.

Definisi 3.1.1

Misal X :={/ | Af e Y}, X disebut ruangfungsi Cesaroyang dinotasikan

CESp,jika A adalah operator linear T dimana

1 x

(T |/ |)(x) =- J |f(t) |dt dan Y=Lp(0,<x>), untuk \<p<oo.
x o

Dengan kata lain f e L (0,oo) untuk \<p<oo, jika danhanyajika

OO I - X

dt

p

dx

up

<oo.

Berdasarkan Definisi 3.1.1 di atas dapat disimpulkan bahwa ruang fungsi

Cesaro memuat semua fungsi terukur / yang jika ditransformasikan oleh

operator T terdapat padaruang fungsi klasik £^(0,00).
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Contoh 3.1.2.

Fungsi / dengan 0</(Y)<l dan turun untuk semua f e(0,oo) adalah

anggota dari ruang fungsi Cesaro CESp. Sebagai contoh fungsi / dengan

/(/) = 0 untuk semua / € (0,oo) adalah anggota dari ruang fungsi Cesaro CESp,

karena

f\\ =
°° (i x Y
f —f\f(t)\dt dx

OO ( - X

Ik! Odt

jOdx
0

0<oo

Up

\iP

dx

Up

Contoh 3.1.3

Tetapi untuk fungsi / dengan f(t)>\ dan tidak turun untuk semua

fe(0,oo) bukan anggota dari ruang fungsi Cesaro CESp. Sebagai contoh

fit) = 2t untuk semua t e (0,oo) bukananggota dari ruang fungsi Cesaro CESp,

karena

f\\ =

OO ( - X

J -J\fit)\dt

\p

ll/p

dx

ll/p
OO ( ^ X

2t\dt dx



oo

Jxpdx
Up

tak hingga.

OO J - X

I -J2,d'
0 I* 0

OO

Jxpdx
0

b OC

Karena lim fxpdx tak hingga, maka nilai | xp<fc; tak hingga, sehingga
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3.2 Kelengkapan Ruang Fungsi Cesaro

Sebelum ditunjukkan mengenai kelengkapan dari ruang fungsi Cesaro

CESp terlebih dahulu akan ditunjukkan bahwa ruang fungsi Cesaro CESp adalah

ruang fungsi bernorma terhadap norma yang didefinisikan berikut:

Up

11/11 =

OC - X

dt dx untuk setiap / € CESp

Misalkan f,geCES sebarangmakaberlaku:

i) 11/11 =

ool , X \p

dt dx

Up

>0.

Hal ini karena ||/|| merupakan hasil pengintegralan mutlak suatu fungsi, dan

| /1| = 0 <$• fit) = 0 untuk semua t e (0, oo) sebab:



/(Oll=0^
00 { x X

1/P

<&

^OC ^ J

~f-fl/(OI * afr = 0

<^>

0 l*'o

1 x

ifi/w J/ = 0

1 *
-» — I I/(/) Idt = 0, karena x e (0,00) sehingga x ^ 0

«=>/(') = 0

Jadi untuksetiap / e C£Sp berlaku

l/l

00 ( - X

dt dx

Up

>0

dan

|| /1|= 0 •«•/(/) = 0 untuk semua / e (0,oo).

ii) || a/1|=| a: ||| /1| untuk setiap ael, sebab:

ll«/l J -J\afit)\dt dx
0 vx 0

i/P

OC - X

J -J\a\\fit)\dt

Ulal/l/W fifr

ii/p

dx

pp

fi&f
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r „ ll/p

f\a\P ^J\f(0\dt dx

r „ l'/p

\<*\"f-f \f(0\dt dx

= a

a

\pip
OC f , X

fkfw0^0
dt

00 { x Yf —f \fiO\dt dx
0 \x 0

Up

dx

Up
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=1*111/11

Jadi dapat ditunjukkan bahwa untuk setiap f€CESp dan untuk setiap

ael berlaku ||a/||= |a| ||/|| .

HO ll/ + *ll< 11/11 + 11*11. sebab:

\\f+ g\\

<

x { x YJ ~f\fit)+git)\dt dx
Up

0 \x'o

p
vp

OO

dx
— /

0

00 I\. X \P <X,( * X . X

j-j{\f{t)\+\g{t)\)dt dx =f-f\fit)\dt+-f\git)\dt

\p
Up

•Alp

dx

<

OC ( - X

J 7/1/w 1*
p

Up
00

dx + /
0

1 x

dt dx = ll/ll + llsl

Jadi dapatditunjukkan bahwa untuksetiap /, g GCESp berlaku

l/+*l<l/IMI«l
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Karena norma yang didefinisikan di atas memenuhi aksioma norma (/),

(«), dan iiii) maka berdasarkan Definisi 2.4.2, ruang fungsi Cesaro CESp adalah

ruang bernorma.

Selanjutnya akan dibahas mengenai kelengkapan dari ruang fungsi Cesaro

CESp.

Teorema 3.2.1

Ruangfungsi Cesaro CESp adalah ruangfungsi bernorma yang lengkap

iruang Banach).

Bukti.

Misalkan [ym] adalah barisan Cauchy di CESp. Diberikan sembarang

e > 0, terdapat bilangan asli N sehingga untuk semua m,n> N berlaku

\ym(t)-ynit)\ =
oo

jT\ymit)-yniO\Pdx
0

oo

JT\ymit)-ynit)\pdx

P ^- ^PT\ymit)-yn(t)\p<e

T\ym{t)-y„{t)\<e.

Up

<e

<£'

Karena 1^(0,00) lengkap maka terdapat >^(/)G Z,p(0,oo) sedemikian

sehingga ym(t)—>yit). Artinya \ym(t)—yit)\<e untuk /n—>oo. Akan
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ditunjukkan bahwa yit) GCESp yaitu dengan menunjukkan bahwa

r|3/(0|Glp(0,oo).

Selanjutnya

\y(t)\=\m-ym(t) + ym(.t)\<\y(.0-ym(t)\ + \ym(.t)\

X X

•J\yiO\dt <f(\yit)-ymit)\ +\ym(t)\) dt

XX X

=>f\y(t)\dt <J\ yit)-ym(t)\dt +f\ ymit)\dt (Joperatorlinier)
0 0 0

=>- f\yit)\dt< - f\yit)-ymit)\dt+- f\ymit)\dt
xi xi xi

^T\yix)\<T\yix)-ymix)\+T\ymix)\.

Diketahui bahwa T\ym(t)\€.Lp(0,oo) dan karena 1^(0,00) adalah ruang

yang lengkap maka T \yit) —ymit)\<oo sehingga T\ yit) |< oo . Ini

mengakibatkan bahwa T\yit)\eLpiO,oo) dan ini menunjukkan bahwa

yit) £ CES . Karena setiap barisan Cauchy [ym] di CESp konvergen ke

yit) GCESp maka berdasarkan Definisi 2.5.2 CESp adalah ruang yang lengkap

(ruang banach).

3.3 Sifat-Sifat Ruang Fungsi Cesaro

Berikut akan dibahas mengenai sifat-sifat dari ruang fungsi Cesaro yang

lain, seperti kepadatan, keterbagian, dan Iain-lain.

Teorema 3.3.1



Ruangfungsi Cesaro CESp adalah ruang solid.

BuktL

Misalkan / GCESp maka T\f |GZp(0,oo) dengan

(T\f\)ix) =-f\fit)\dt<^.

Selanjutnyajika | git) \<\ fit) | untuk setiap t G(0,oo) maka

. X ^ X

{TI g\)ix) =-J\ git) |dt <-J\ fit) |dt <oo
*o *'o
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1 x
sehingga (T\g\)(x) = - i|git)\dt<oo atau T\g\eLpiO,oo). Dengan

x o

demikian g GCESp.

Karena jika |g(0l^l/(0l untuk setiap fG(0,oo) mengakibatkan

g GCES makaberdasarkan Definisi 2.6.1 CESp adalah himpunan yang solid.

Teorema 3.3.2

Ruangfungsi Cesaro CESp adalah ruang terbagi (separable).

BuktL

Misal X adalah ruang dari semua fungsi terukur bernilai rasional (0, oo)

sedemikian sehingga norma

OO ( -. X

f-f\fm\*
o {x o

p

dx

Up

konvergen.

Akan ditunjukkan bahwa X subruang dari CESp yakni dengan

membuktikan bahwa X ruang bernorma.
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Up

(0 ll/l

OC - X

f-f\/m* dx >0, hal ini karena ||/|| merupakan hasil

pengintegralan dari fungsi-fiingsi bernilai rasional non negatif, dan

|| /1| = 0 «=> fit) = 0 untuk semua t G (0, oo) sebab:

/(OII=o<*

-£»

Up

o V o

OO ( .. X

fifr dx = 0

fi& = 0

ifi/w
^

*

1 *
<(=>—/ |fit) \dt = 0, karena jc G(0, oo) sehingga x^ 0

r J

& /(0 = o

Jadi untuk setiap f EX berlaku || /1|=
OO / - X

|| /1| = 0 <=> fit) = 0 untuk semua t G (0, oo).

(U) || af ||=| a HI /1| untuk setiap «el, sebab:

I"/II =

1/pOC ( * \^
J -J\afit)\dt cfifcc

o\xo

oc ( *

/-/l" 11/(01*
nl/p

c&

nl/p

<fr fi&f >0 dan



]Vp

jf^l/l/M
V

dtdx

i\/P
ixy

f\a\p-J\fit)\dtcdx

\p
.Up

adtdx

a\p'p
j-J\f(t)\dt

Y
ii/p

dx

ii/p

adtdx

l"lll/
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JadidapatditunjukkanbahwauntuksetiapfEXdanuntuksetiapaG

berlaku||a/||=|cv|||/||.

(Hi)II/+*II<11/II+11*II,sebab:

II/+*jf-jTi/(o+*(o
\p

dtdx

Up

<

Up

x(xY
f-J\f(t)\+\g(0\dtcdx

f-hfit)\dt+-[\git) JnxJnxJn

\p

dtdx<



OO ( ^ X \p
Up

oo

dt dx + /
> 0

-fl*(OI*
Y J

33

Up

dx

11/11 + 11*11

Jadi dapat ditunjukkan bahwa untuk setiap f,gEX berlaku

|/+4<ll/l+l«l-

Karena norma yang didefinisikan di atas memenuhi aksioma norma (i),

(if), dan (Hi) maka berdasarkan Definisi 2.4.2 ruang fungsi X adalah ruang

fungsi bernorma.

Sekarang akan dibuktikan bahwaX adalah padat di CESp. Perhatikan

bahwa X yaitu himpunan dari semua fungsi bemilai rasional di X dan semua

titik akumulasinya yaitu fungsi bemilai irrasional, sehingga X membentuk ruang

fungsi CESp dengan kata lain X = CESp. Berdasarkan Definisi 2.7.2, maka

CES merupakan ruang terbagi.

3.4 Ekuivalensi antara Norma pada Ruang Fungsi Cesaro

Pada bagian ini akan dibahas mengenai ekuivalensi antara norma pada

ruang fungsi Cesaro dengan sebuah norma || /1| 0 yang didefinisikan sebagai

berikut



,1>'"
Urn

l/llo =
oo [ 1 n+1

E-jVwi* + E mj\f(t)\dt '\_ 1_
m m+ \)

c ( 1 rt

ErE
\p

Up

E^Eki
W 1 1

ll/p

+
n=\ k=\ m=l k—m

k+l Uk

dengan sk = I \f(i)\dt dan tk= f \f(t)\dt
k l/(/t+l)

m m + \)
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pP

sebagaimana akan dijelaskan oleh Teorema 3.4.1. Sebelumnya akan ditunjukkan

bahwa II. II n adalah sebuah norma.

(f) ||/||0>0dan||/||0=0^/(O = 0

BuktL

Misalkan f,gE CESp dan mGN. Jelas || /1|0> 0 karena masing-masing

adalah integral mutlak dari fungsi. Demikian juga || /1| 0= 0 <=> f(t) = 0.

(ii) ||a/||0=l«lll/l

BuktL

l«/llo = E
. n+1

-/W(OI
n J,

dt

Y
Up

OO

+ E
m=l)

Urn

m /l«/(0
0

\p

dt
(1 1

il/p

w w + ly

1 n+1

-fl" 11/(0
n J.

dt

p
Up

+

OC

E
i [m=H

Urn

™f\a\\f(t)\dt (1 1
ii/p

E

oo ( 1 "+!

E^l/lAO
n=l " i

\ p
Up

dt + E
) m—\

m\a

Mm

1/1/(0 *

tm /w + 1,

M_ i_
m m + \

ii/p
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Up
( Un \P

m

-Alp

oc I 1 "+1
E"!" -f 1/(01*
—7 W **

+ Y)a\p mf\f(t)\dt
m+ \)

ii/p
( , n+1oc 1 »Y

c*\pJ2-[\f(t)\dt
p

Up
OO

+ H'E
m=l

Urn

ntf\f(t)\dt (l 1

/w m + 1)

a

a

( 1 n+loc 1 "' '

E-f i/(oi*
—T w **

Up

+ «

oc f 1/m )P
£>/1/(01* n i

•Alp

m m + I)

E
, n+1

n J,

\ p
Up

OO

dt + E
,

m=\

Mm

mf\f(t)
\p

dt
(1 1

i"M

/W 7W + lj

=1 a III"/ Ho

(Hi) II/ + * Ho < II/Ho+11* Ho

BuktL

l/ + *llo

<

E-L/i(/+*xoi*
n=l|/' 1 J

E-/i/(oi+i*(oi«*
n=l " i

i'P

+

oo ( 1/m

Z>/i(/+*xoi«*

E
m=\

Urn

mj\f(t)\ +\g(t) dt

Up

+

OC [ 1 "+' 1 "+'

E-fi/(oi<*+-fi*(oi<*
t^f nJ, nJ.n=l

f1 ' )l
m m + l)

\p
Up

t)\dt +

>

Up

E
m=\

Urn Urn

mf\fit)\dt +mf\git)\dt j_ 1_
m m + l

ii/p

Berdasarkan pertidaksamaan Minkowski

•Alp

j_ i_]
m m + l)



E
n=l

dan

sdV'p r / spf/p•j "+1 i "+1 Y oo f 1 "+1 Y
- f\fit)\dt +- f\git)\dt < £ - f|/(OI*
nJ, nJ, trr "J,

+

„ni/p

E-fis(o i*

x I Urn Urn

J2mf\fit)\dt +mj\git)\dt
m=\{ o

( Un

"(1 1
i

m m + l)

Up

+

OC'

E
' 1/

Iff/
m=\ I 0

1/p

< J2mJ\fit)\dt
m=ll 0

(I 1 )

m m + l,

^

(1 1 1

w /n + 1,
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(*)

ip y '

Berdasarkan (*) dan (**) dapat disimpulkan bahwa

ll/ + *llo<ll/llo+ll*llo-

Karena || /1|0 memenuhi (i), (ii), dan (Hi) maka berdasarkan Definisi 2.1.2,

|| /1|0 adalah sebuah norma.

Teorema 3.4.1

Norma \\f\\ =
X [ - X

•\Up

dt dx ekuivalen dengan norma \\ f || 0.

BuktL

Akan ditunjukkan bahwa ||/|| = Jiji/wi*
ii/p

o\xo
dr ekuivalen

dengan norma || /1| 0 dimana



ll/llo
oo (j »+!

E^/i/o
n=l " i

dt

p
Up

OO

+ E
m=l

Urn

mf\f(t) dt

1 1

(I

m m + l,

Up
oc fl " V

1/p
OO f °° 1Pi

E ^E*. + E *£>*!
„=1 \ri t=i ; m=l V A=m y V /n m + l,
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Up

k+\ Uk

dengan sk = j \f(t) \dt dan tk = I \f(t) \dt. Dengan ditunjukkan bahwa
i/(t+i)

terdapat konstanta AT, dan K2 sedemikian sehingga berlaku

Kx || / ||o <|| f\\<K2\\f ||0 untuksetiap / GCESp.

Untuk n < x < n +1, maka diperoleh

n 1 " 1 x 1 n+1 O n+'
f\ fit) \dt< f\ f(t) \dt<-f\ f(t)\dt <-f\ f(t) \dt<—-f\ f(t)dt
i «+lJo xi ni «+1o

^ fi m \dt<-]\ m \dt<^—]\ mdt
2«Jo *J0 " + lJo

Y i\ x Y i 2 "+1fI/(01* < -1- f I/(01* < -4t f I/(O*

2n

2"" - f\ fit)\dt <-f\ fit) \dt <2p —- f\fit)dt
nJn xJn " + 1%,

2-E^/|/(0l* </^/l/(OI* dx<2pf:-L-J\fit)dt

-J\f(0\dt <J-J\f(t)\dt dx<2PY,-J\f(t)dt
ft „ , x n „—•) n

=*2"'E

Begitu juga, untuk 1/(/« + 1)<x<1//w^>/w<1/jc</w + 1 dengan

m = 1,2,3,..., dan diperoleh



(zY

8e

qspjSdip(Z)UBp(l)UB>(IBSBpj3a

l+tuUi)

II
'd

V

o^ oZ=ui

\(t)f\jm^d_z+

o~\

V!(/)/!/-Z>

X+itf«/'

i;
II

'd

IPW/l/«3,e-Z

(I)-

lp\

i..\

JPlO)/lfT3^>

0..\

0)/l/V^-2>JpI«/i/t3^-z i+»lJ°°rfli+«lJ°°

UBp

BMUBqUB^fiiBqjaj

[+z#*#"

IU

0^[=I«

tP\(f)f\ft"^dZ> ui/i)°°

°x)°

•-IO/i/t/
X"n_(l+UlUis

5--l)
xp

IJPIW/I/"2^^

o^

ip\0)f\f™dZ>tp\0)f\fj>*p\0)f\/(i+«0 l+«//I

rf-Z-

fP\0)/\f«iz>tp\0)f\f->ip\0)f\/- M//1Jf^I-I-M//I*

00

^(/)/1f«*z>rt(0/1/(i+"<)>

I+K//I
+11/

jpIW/|/y>jpI0)/I/*>jpI0)/I/t+10
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-2/> E1/1^01* +X>/i/(oi<*
n i i
m m + l.

\p( lilt

<2PJ2-J\f(t)\dt +2~p J\fit)\dt +2~PYjmJ\fit)\dt
"=2{n \ ) { 0 J m=2l 0

(I 1

m m + l,

2-/'E1f1/(01* +2-'£>f|/(/)|<* --1 1 1
m + l,

<f-f\fiO\dt dx +f -f\fit)\dt

°° (1 * )P=J-J\f(t)\dt dx

dx

=11/11".

Berdasarkan pertidaksamaan x1/p + y/p < 21/</ (x + j/)1/p pada Teorema

2.3.4 dimana x,y>0, diperoleh

2-2-"<l\f\l<2- E
n=l

31/11

Dengan Kx = 2 -2-Uq

i "+1 y <» f 1/m
-f\/(t)\dt +E^/i/(o
" 1 J m=1l 0

l<if
n i i
m m + l,

Selanjutnya dengan menuliskan CCp) = En Pdiperoleh

oc I "

2"E1/i/(oi*
n=2 n o

= 22"E«"
n=2

n=l

' 1 n

/l/(0l* +/l/(0l<*
> 0 1

Berdasarkan pertidaksamaan pada Teorema 2.3.5 diperoleh

Up
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22pJ2n~p
n=2

Selanjutnya

in

J\fit)\dt+J\fit)\dt

<22pE«" n=2

iy{n
J\fit)\dt+-/l/(0
>oJ"Hi

^

J/

<22p(C(/?)-l)j_1_]
k/W/W+lJ

oo(l/»V^
Emf\f(t)\dt

ocIi»+]

+22plE1/1/(0I*

00f1xY'f1xY°°(\xY
J-J\fit)\dtdx=J-J\fit)\dtdx+J-f\fit)\dtdx

(Un

<2PY,mJ\fit)\dt

(•.n+1

+22HEifi/(o —1n"

("

+2pE-fi/(oi —tnJ n=2"n

(I11
mm+l,

dt

<A
Em=l

Urn

mflfit)dt

p

11]
mm+l,

oo(V™

E>11/(0
m=l{o

\/>

dt

^P

11]
mm+l,En=l

,n+1

if1/(01 nJ.
dt

dengan^=max{22/'(C(p)-l)+2/',22^1}.
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Dengan demikian berdasarkan pertidaksamaan (x + y)yp < 2Vp(xVp + yxlp)

pada Teorema 2.3.4 dengan x,y > 0 diperoleh

\\f\\<AVp2l,p\\f\\0.

Dengan K2 = (2A)Vp.

Karena keberadaan konstanta Kx dan K2 telah dibuktikan dan

pertidaksamaan Kx || /1|0 <|| /1|< K2 \\ f ||0 berlaku maka norma ||. || ekuivalen

dengan norma ||.||0.


