
BAB 3

GRUP DUAL

3.1 Grup Topologi

Definisi 3.1.1. [4] Grup Topologi. Grup topologi adalah suatu grup T dengan

suatu topologi sedemikian sehingga pemetaan operasi (x, y) t-+ x oy ; T x T —> T dan

invers x t-> x-1 : V-+ F merupakan fungsi kontinu.

Contoh 3.1.1. Himpunan bilangan kompleks C dengan operasi penjumlahan biasa

merupakan suatu grup, yaitu (C, +). Dengan topologi biasa pada C, maka C meru

pakan suatu grup topologi.

Bukti Untuk menunjukkan kekontinuan dari operasi +, misalkan barisan {xn} dan

{yn} merupakan sebarang barisan yang konvergen ke x dan y. Berdasarkan konsep

barisan pada bilangan kompleks dapat diperoleh bahwa x7l + yn -+ x -f y, dan karena

untuk setiap barisan {xn} dan konstanta c berlaku

maka dengan mengambil c = —1 diperoleh -xn -* —x. Dengan demikian terbukti

bahwa (C, -j-) dengan topologi biasa merupakan suatu grup topologi. •

Contoh 3.1.2. Grup perkalian Cx := C\{0} dari bilangan kompleks tak nol dengan
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topologi biasa juga membentuk grup topologi. Subgrup T = {z E C : ||z|| = 1} dari

C juga membentuk suatu grup topologi.

3.2 Grup Diskrit dan Karakter pada Grup Diskrit

Definisi 3.2.1. [4] Grup diskrit. Grup diskrit adalahgrup yang setiapsubsetnya

merupakan himpunan buka. Grup diskrit jugadisebut sebagai grup tanpa topologi.

Definisi 3.2.2. [4] Karakter. Misalkan Vmerupakan grup abellian diskrit. Homo

morfisma 7 : r -> T di mana T = {z E C : ||z|| = 1}, disebut sebuah karakter pada

grup T. Himpunan semua karakter pada T ditulis sebagai Hom(r,T).

Contoh 3.2.1. Misalkan (R,+) adalah sebuah grup aditif bilangan real. Dengan

mendeflnisikan 7(x) := e", maka 7 merupakan suatu karakter pada E karena untuk

setiap x,y E R berlaku 7(3 -f y) = ei(x+^ = eixeiy = j(x)j(y).

3.3 Grup Dual f

Teorema 3.3.1. [4] Grup dual. Misalkan Tmerupakan grup abellian diskrit. Maka,

Hom(r, T) dengan operasi perkalian titik-demi-titik, yaitu ((<p • t^)(x) = tp(x)ip(x))7

membentuk suatu struktur grup yang disebut dengan grup dual dan dilambangkan

dengan f.

Bukti. 1. Sifat ketertutupan operasi "-" pada f. Misalkan ip,^ E f, harus ditun-

jukkan bahwa cp •0 E F. Untuk membuktikan bahwa ip *ip E f, maka harus
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ditunjukkan bahwa {ip •ip)(x) E T dan (ip *ip) suatu homomorfisma.

Perhatikan bahwa (<p *^)(x) = <p(x)xp(x), untuk x E T. Karena <p(x) E T dan

ip(x) E T, maka (<p •ip)(x) E T.

Selanjutnya, untuk membuktikan bahwa (tp-ip) suatu homomorfisma makahams

ditunjukkan bahwa (tp - ip)(xy) — {ip • $)(x)(<p • tp)(y)- Misalkan x,y E T,

perhatikan bahwa

(ip •$)(xy) = ip{xy)ip(xy)

= [<p(x)<p{y)]bl>{x)1>{y)\

- (ip •v)(z)(p •$)(y)

2. 5z/ai asosiatif "•" Misalkan ^,^,^€ F dan x E T. Harus ditunjukkan bahwa

Perhatikan bahwa

= [ip(x)il>(x)]<l>(x)

= p(aohKao0(a;)]

= <p{x)(i>' <l>){x)
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untuk setiap x E T. Jadi, terbukti bahwa (ip •ip) •<p = \p • (ip •<p).

3. Terdapat elemen identitas pada grup f. Pemetaan e : T —> T dengan aturan

x h-j. 1, untuk setiap x E T adalah elemen identitas pada grup dual f. e

merupakan homomorfisma karena e(xy) = 1•1 = e(x)e(y) untuksetiap x,y E T,

dan juga merupakan elemen identitas pada grup f karena untuk sebarang 7 Ef

berlaku

(e •7)(x) = £(x)-y(x) = 7(x) = j(x)s(x) = (7 •e)(x),

untuk setiap x E T.

4. <4daraya elemen invers pada grup f. Ambil sebarang 7 E f. Dengan mendefi-

nisikan 7 x(x) := j(x), konjugat dari 7, maka 7 E T, jadi 7~1f. Selanjutnya,

karena untuk setiap x E T

(7 •7"X)(^) = 7(^)7"1(^) = l(x)j{x) - ||7(x)||2 - 1

dan

(7-i .7)(x) = 7-1(x)7(x) = 7W7(x) - ||7(x)||2 - 1,

maka 7 -7"* = 7"1 •7 = 1. Sehingga dapat disimpulkan bahwa untuk setiap

7 E T memiliki elemen invers.
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3.4 Topologi pada Grup Dual f

Grup Tyang terdiri dari himpunan semua homomorfisma 7 :T-* Tdengan operasi

perkalian titik-demi-titik, dapat dilengkapi dengan suatu topologi. Dengan meman-

dang bahwa 7merupakan anggota dari ruang produk Tr := nxer Ty^g Juga meru

pakan ruang topologi, maka pemetaan 7^ (7(x))ier dari f ke Tr akan memberikan

topologi pada grup dual f. Topologi ini adalah topologi kekonvergenan titik-demi-

titik, yaitu

7A -> 7 <;=-> 7x(x) _, 7(jr)j vx e r.

3.5 Grup Dual f Sebagai Grup Topologi

Teorema 3.5.1. [4] Misalkan Tgrup abellian diskrit dan f grup dual yang dilengkapi

dengan topologi kekonvergenan titik-demi-titik. Maka, f adalah grup topologi.

Bukti Untuk menunjukkan bahwa grup dual f merupakan grup topologi, harus di

tunjukkan bahwa pemetaan (7, x) ^ lx :f x f -> f dan 7 h-> ^l : f -> f adalah

pemetaan yang kontinu.

Diberikan barisan (yn,Xn) yang konvergen ke (7,*), harus ditunjukkan bahwa

barisan (jnxn) konvergen ke 7^.

Perhatikan bahwa (-yn,Xn) konvergen ke (7,*) berarti Tn -> 7 dan Xn -• x-

Demikian pula 7n - 7 ^ ln(x) - 7(x) dan Xn - X^ X,(x) - *(*), untuk

setiap x ET. Karena 7n(x) -> 7(x) dan Xn(x) -> x(x) merupakan barisan bilangan
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kompleks, maka perkalian barisan tersebut akan konvergen ke perkalian nilai-nilai

konvergennya, yaitu jn(x)xn{x) -> -y{x)x(x). Akan tetapi, in(x)Xn{x) -* l(x)x{x\

untuk setiap x E T, jika dan hanya jika 7„xn -> 7X, sehingga menunjukkan bahwa

pemetaan (7,^) >-* 7X merupakan pemetaan kontinu.

Diberikan barisan 7„ —• 7, harus ditunjukkan bahwa 7"1 —• 7"1.

Misalkan x E T, tulis 7„(x) ^ aTn + i67n dan 7n = a7 + i67. Perhatikan bahwa

7„ -»• 7 jika dan hanya jika 7„(x) -* 7(x), untuk setiap x E T. Karena 7n(x) -> 7(x)

untuk setiap x E T, maka berdasarkan teorema tentang barisan konvergen pada

bilangan kompleks diperoleh aln -> a1 dan bln —> 67. Invers pada setiap anggota T

adalah konjugatnya, artinya (jnix))'1 - 7„(x) = aln- ibln dan {j{x))~l - t(x) =

a1 - iby. Karena a7n -> a,, dan b7n -• fo7, maka (7n(x))_1 -• (7(x))_1. Sedangkan

(7n(^))_1 -> (7(x))_1, untuk tiap x E T, jika dan hanya jika j'1 -> 7"1. Dengan

demikian, pemetaan 7 *-+ j'1 : f -#• f adalah kontinu. •
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