
BAB HI

RUANG HAUSDORFF

Pada bab ini akan dibahas mengenai ruang Hausdorff, kekompakan pada

ruang Hausdorff dan ruang regular lengkap. Pembahasan diawali dengan

mendefinisikan Ruang Hausdorff dan beberapa sifatnya kemudian dilanjutkan

dengan kekompakkan dari ruang Hausdorff, diantaranya jika suatu ruang

Hausdorff X adalah kompak, maka ruang X juga normal. Pembahasan diakhiri

dengan mengkaji ruang reguler lengkap, yaitu membuktikan bahwa ruang normal

adalah ruang regular lengkap.

3.1 Ruang Hausdorff

Ruang Hausdorff adalah ruang dimana setiap dua buah elemen yang

berbeda dapat dipisahkan oleh dua buah persekitaran yang disjoint. Berikut adalah

definisi dari ruangHausdorff.

Definisi 3.1.1 Ruang Hausdorff

Diberikan ruang topologi (X,r). Ruang X dikatakan ruang Hausdroff jika dan

hanyajika untuk setiap pasangan x,yeX ada persekitaran [//cl sedemikian

sehingga xeU, y^V dan UnV =<f>.

Berikut beberapa contoh ruang topologi yang merupakan ruang Hausdorff

danruang yang bukan ruang Hausdorff

IS
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Contoh 3.1.2

Diberikan ruang topologi (X,r), dengan X={a,b,c9d] dan r=2x. Ruang

topologi X adalah ruang Hausdorff, karena untuk setiap *,>>eXada

U={x},V ={y}aX sedemikian sehingga xelJ, ytV dan Ur\V =</>.

Maka X adalah Ruang Hausdorff •

Contoh 3.13

Diberikan ruang topologi (M, r), dengan M={a,£, c, d) dan

T={{a,b}\c,d\X,</>}. Ruang topologi M bukan ruang Hausdorff, karena ada

a,beM sedemikian sehingga untuk setiap persekitaran U,V<^X aeU,bsV

tetapi£/nF ={a,2>}*^

Maka X bukan Ruang Hausdorff •

Ruang Hausdorff memiliki sifat diantaranya: setiap subruangnya adalah juga

Hausdorff; hasil jumlah dan hasil kali dari anggota-anggota koleksi ruang

Hausdorff yang disjoin adalah juga Hausdorff. Dibawah ini akan ditunjukkan

beberapa sifat dari ruang Hausdorff

Teorema 3.1.4 Setiap subruang E dari ruang Hausdorff X adalah ruang

Hausdorff.

Bukti: cr' \< vi . n\

- - **?$//
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Misal a9b eE. Karena X ruang Hausdorff, maka ada himpunan buka U dan V

di X sedemikian sehingga aeU, beV dan UnV=^. Misal U* =EnU

dan V*=EnV. Karena £, {/, V, himpunan buka, maka U* dan V* juga

himpunan buka dari subruang E. Karena aet/\ beV*dm U*nV*=$. Dari

definsi ruang Hausdorff maka E dalah Ruang Hausdorff. •

Teorema 3.1.5 Jumlah topologi Xdari sebarang disjoint koleksi {xJ//eA/}

dari ruang Hausdorff adalah ruang Hausdorff.

Bukti:

Misalkan X={Xp\p€MJ dan a,kl,^i sembarang. Dari definisi jumlah

topologi X maka ada z, v€Msedemikian sehingga aeXz dan AeXv, dimana

^-> ^, e X . Terdapat duakasus

Kasus 1 : z # v,

Ambil t/ =Xr dan F=JTF, Karena X„ Xr eX maka XznXv =^.

Kasus 2 : z - v

Ini berarti a,6eX2 dengan a*b. Karena X2 ruang Hausdorff maka terdapat

himpunan buka U dan V di X^ sedemikian sehingga aeU dan AeF dan

Dari kedua kasus diatas dapat disimpulkan bahwa X adalah Ruang Hausdorff. •
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Teorema 3.1.6

Hasil kali topologi X dari sebarang koleksi {Xfl \ji eM] dari ruang Hausdorff

adalah ruang Hausdorff.

Bukti:

Misal a,b sebarang dua titik yang berbeda di X. Dari hasil kali Cartesian (2.2.1),

a*b mengakibatkan keberadaan dari veM sedemikian sehingga a(v) dan

b(v) adalah dua elemen yang berbeda di Xv. Karena Xv adalah ruang Hausdorff,

maka ada himpunan buka Udan Vdi Xv sedemikian sehingga a(v)eU dan

b(v)eV dan t/nF=<*. Misal U' dan V dinotasikan sebagai subbasis

himpunan buka di X yang didefinisikan oleh

f/*={xeXJx(v)6C/}

V'={xeX\x(v)sV]

Karenaa(v)e£/,6(v)eF maka aeU', bsV' dan VnV=$. Akibatnya X

adalah Ruang Hausdorff •

3.2 Kekompakan pada ruang Hausdorff

Pada pasal ini akan dibahas sifat kekompakan pada ruang Hausdorff.

Sebelumnya akan didefinisikan teriebih dahulu suatu ruang dikatakan kompak dan

beberapa sifat yang dipenuhi oleh sebuah ruang yang kompak.
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Pada teorema 3.2.3 dibahas sifat suatu himpunan kompak pada suatu ruang

Hausdorff. Sifat ini penting untuk menunjukkan bahwa ruang Hausdorff yang
kompak adalah ruang normal

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa hasil kali topologi Xdari ruang

Hausdorff yang kompak adalah juga kompak. Untuk membuktikannya diperlukan

teorema Tychonoffdan teorema Heine Borel.

Berikut pembahasan di mulai dengan definisi ruang yang kompak.

Definisi 3.2.1

Sebuah ruang X dikatakan ruang yang kompak jika dan hanya jika setiap cover

buka dari X mempunyai sebuah subcover hingga.

Teorema 3.2.2

Setiap himpunan tutup Kdi dalam sebuah ruang X yang kompak adalah
kompak.

Bukti:

Diberikan C adalah cover dari K oleh himpunan-himpunan buka dari

X. Karena K tutup, maka komplemen X\K adalah buka. Anggota-anggota

dari C dengan himpunan buka X\K membentuk sebuah cover buka dari X.

Karena X adalah kompak, cover buka dari X mengandung sebuah subcover

hingga dari X. Dengan kata lain, ada sebuah bilangan batas dari himpunan-

himpunan buka Ux,U2,...,Un di dalam C sedemikian sehingga

U1^jU2vj...uUuX\K = X.
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Akibatnya {Ux,U2,...,Un} adalah cover dari K. Karena C memiliki subcover

hingga maka K kompak. •

Teorema 3.2.3

Jika K adalah sebuah himpunan yang kompak di dalam sebuah ruang

Hausdorff X dan p adalah sebuah titik di dalam X\K, maka ada himpunan-

himpunan buka Udan Vyang saling lepas dari X sedemikian sehingga Kc U
dan p e V.

Bukti:

Ambil asK sembarang KczX, dan diketahui p<=X\K. Karena X

ruang Hausdorff maka ada himpunan-himpunan buka Ua dan Va dari X

sedemikian sehingga aeUa dm PsVa. Misal F={[/a|fleK\dengan f/a

himpunan buka dari X, maka F adalah sebuah cover dari K. Karena K

kompak, maka F memiliki sebuah subcover hingga dari K, yaitu ada berhingga

titik a„a,,...,a„ dari Ksedemikian sehingga Kterkandung di dalam Uyaitu

C/ = C/„,u...uC/„.

Di lain pihak, misalkan

F = Fflin...n^.

Diperoleh U dan K adalah himpunan-himpunan buka dari X, sedemikian

sehingga K<zU , p^V,dm UnV =0. Terbukti teoremadiatas •
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Akibat 3.2.4

Setiap himpunan Kyang kompak pada ruang Hausdorff Xadalah tutup.
Bukti:

Untuk setiap peX\K, berdasarkan teorema 3.2.3 terdapat himpunan-

himpunan buka Udan Vyang saling lepas dari Xsedemikian sehingga KcU

dan peV. Selanjutnya diperoleh VcX\UcX\K. Karena untuk setiap

psX\K, ada persekitaran V sedemikian sehingga pzVaX\K. Dengan

demikian, X\K buka dan K tutup. •

Akan ditunjukkan bahwa ruang Hausdorff yang kompak adalah ruang normal,

sebelumnya berikut ini adalah definisi dari ruang normal.

Definisi 3.2.5

Ruang normal X adalah ruang yang untuk setiap himpunan tutup A, B

yang disjoint terdapat himpunan buka F5 G sedemikian sehingga
AaF,B<^Gdan GnF =<f>.

Teorema 3.2.6

Setiap ruang Hausdorffyang kompak adalah normal.

Bukti:

Diberikan Adan Bsebarang dua himpunan-himpunan tutup yang disjoint

pada ruang Hausdorff X yang kompak. Berdasarkan teorema 3.2.2, maka Adan

B adalah himpunan kompak. Selanjutnya berdasarkan 3.2.3 untuk setiap beB



25

terdapat dua himpunan buka yang saling lepas Ut dan Vb dari X sedemikian

sehingga AcUt dan beVb. Misalkan F={Vb\beB} adalah koleksi dari

himpunan-himpunan buka dari X, maka F adalah cover dari B. Karena B

kompak, maka F mempunyai sebuah subcover hingga dari B. Dengan kata lain,

ada elemen bx,b2,...,b„ dari B sedemikian sehingga B termuat di dalam V

dimana V = VK u... u K

Di lain pihak, misalkan U=Uh n...n£/4>, maka U dan Vadalah himpunan-

himpunan buka dari X, sedemikian sehingga AczU, BaV dan UnV =0 .

Dengan demikian, X adalah normal. •

Berikut akan ditunjukkan bahwa jika X adalah ruang Hausdorff yang kompak

maka hasil kali X juga ruang Hausdorff yang kompak. Namun teriebih dahulu

akan dibuktikan hasil kali Topologi dari keluarga ruang yang kompak adalah

kompak.

Definisi 3.2.7 Keluarga himpunan F dikatakan memiliki finite intersection

property jika dan hanya jika irisan berhingga subkeluarga dari F adalah tidak

kosong

Teorema 3.2.8

Ruang X kompak jika dan hanyajika setiap keluarga dari himpunan tutup di X

yang memilikifinite intersection property memiliki irisan yang tidak kosong
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Bukti:

(=>) Misal 3T sebarang keluarga himpunan tutup di ruang kompak X.

Asumsikan irisan dari seluruh anggota 3r adalah kosong. Akan ditunjukkan

bahwa &~ tidak memilikifinite intersectionproperty.

Misal G={x\A\Ae.jr}. Karena irisan dari elemen W~ adalah kosong,

berdasarkan dalil De Morgan (Teorema 2.1.7), maka Gadalah cover buka pada

ruang X. Karena X kompak, maka G memiliki subcover hingga. Dengan kata

lain terdapat himpunan A>A^A di '3T sedemikian sehingga

{X\A1,X\A2,...iX\An} adalah cover di X. Berdasarkan dalil De Morgan maka

AlnA2 n...nAn =0. Artinya ST tidak memilikiymzte intersection property.

(<=) Misal B sebarang cover buka dari X dan F={x\U\U<=B\ adalah

keluarga himpunan tutup dari X. Karena B cover dari X, maka berdasarkan

dalil De Morgan diperoleh bahwa irisan dari seluruh anggota 3r adalah kosong.

Ini berarti &~ tidak memiliki finite intersection property . Dengan kata lain ada

himpunan buka Ux, U2,..., Un di B sedemikian sehingga

(X\C/1)n(X\C/2)o...n(X\f/JI) =^. Berdasarkan dalil De Morgan diperoleh

(£/l)u(£/2)u...u(£/J=X. Dengan kata lain B memiliki subcover hingga di

X, selanjutnya terbukti bahwa X kompak •
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Teorema 3.2.9 Teorema Tychonoff

Hasil Kali Topologi dari keluarga ruang kompak adalah kompak.
Bukti:

Misal 3r={XM\n&M)adalah sebuah keluarga dari ruang kompak dan
misalkan X merupakan hasil kali topologi dari keluarga ST. ^ dibuktikan
kekompakan dari X, dengan membuktikan jika m adalah sebuah keluarga dari
himpunan-himpunan bagian dari X yang memiliki finite intersection property,
makaf){Cl(B)\B e&}* +(Teorema 3.2.7).

Misal <& kelas dari semua keluarga dari himpunan-himpunan bagian dari
X yang mempunyai finite intersection property, maka berdasarkan definisi 2.1.9
kelas «© ini adalahfinite character. Berdasarkan Lemma Tukey (Lemma 2.1.10)
ada sebuah anggota maksimal dari ®yang memuat keluarga » yang diberikan.
Tanpa mengurangi keumuman, diasumsikan bahwa ST itu sendiri adalah anggota
maksimal dari kelas ®.

Dari kemaksimalan &', itu berarti bahwa irisan dari anggota-anggota
setiap keluarga-keluarga bagian hingga dari » adalah anggota^r . Selain itu,
jika sebuah himpunan bagian Edari Xberirisan dengan setiap anggota dari ST,
maka E juga merupakan anggota dari &F.

Sekarang, diberikan jueM dan proyeksi

PM:X->XM,

misalkan keluarga gg; ={pM (B) |Bem) adalah himpunan bagian dari Xfl,
maka ^ memiliki finite intersection property. Karena X„ kompak, maka
berdasarkan teorema 3.2.7, H„ =f|{c/[^ (B)]\B e(A }*+.
Pilih sebuah elemen Xfl e H^ untuk setiap // e M.

Misalkan , adalah elemen dari hasil kali topologi X yang koordinat ke-
M-nya x(ji) adalah ^e^.

Akan dibuktikan bahwa xeC/(S) untuk setiap 5egg\
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Untuk tujuan ini, anggap sebarang subbasic himpunan buka U* dari X

yang memuat titik x, dengan peM dan UM adalah sebuah himpunan buka dari

XM memuat titik v Karena ^eC/[/^(5)] untuk setiap Ue^T, ini berarti

bahwa UM beririsan ^(J) untuk setiap BeST. Dengan demikian, himpunan

^ =Pm{Um) benrisan setiap anggota 5 dari ». Dari kemaksimalan ^T

bahwa U* termasuk AT, dan irisan dari sebarang berhingga subbasic himpunan

buka yang memuat x adalah anggota dari ST. Akibatnya setiap persekitaran dari

x di X beririsan dengan setiap anggota B&m\ Konsekuensinya, xsCl(B)

untuk setiap persekitaran dari x di X beririsan dengan B, untuk setiap Bem".

Dengan kata lain xzCls(B)yB<=@r. Akibatnya n{c/W*e '̂}**-

Berdasarkan teorema 3.2.7 diperoleh hasil kali topologi dari keluarga dari ruang

yang kompak adalah kompak.B

Teorema 3.2.10 Teorema Heine Borel

Misalkan Khimpunan bagian dari M. Kadalah kompak jika dan hanyajika K
tutup dan terbatas

Bukti:

(=>) Akan ditunjukkan K tutup dan terbatas

Misalkan K kompak, artinya untuk setiap cover buka %dari K, maka ada sub

cover hingga @T <z<& sedemikian sehingga @T cover dari K.



29

Misal Hm :=(-m,m) untuk weN, maka Hm buka dan Kc(jHm=R. Dengan

kata lain il ={#,„ |m en} adalah cover buka dari K. Karena if kompak maka

& memiliki berhingga subkoleksi sedemikian sehingga

K^\JHm:=Hu= (~M9M) untuk suatu MeN. Ini berarti Kterbatas
m=\

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa K tutup dengan menunjukkan R\K buka.

Misalkan ueR\K, dan didefinisikan himpunan GtJ :=

untukweN. Diperoleh G„ tidak memuat uuntuk «eN. Selanjutnya G„ dapat

„. tyeK:\y-u\>-
n

dibuat menjadi bentuk Gn =\ye 1 1y>u — u>-<w +- , dengan
n n \

?>"--> G,= y y<u+-\ dan G„=G„uG„. Akan

dibuktikan Gfl buka dengan membuktikan Gn 9G„ buka.

1) UntukG„ =\ye y>u~

a — \ u~

Ambil sebarang aeGn , misal d= ^ w , maka(a-d, a+d) adalah

persekitaran yang memuat a. Karena <,-S>u-I, maka
n

(a - 5,a+8) cr G^ .Akibatnya(a - 5, a+d) adalah persekitaran dari a.

Karena untuk sebarang aeGn ada persekitaran (a -d,a+8) sedemikian

sehingga (a-d,a +d)^G„ ,maka G„ buka.



2) UntukG^ =\ye 1
y<u + —

n
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b4u-l
Ambii sebarang beG^ misal 3=—V"^> maka (A-d, A+ 3) adalah

persekitaran yang memuat b. Karena b+3<u+-, maka

(A - d,b+d) c G„2. Akibatnya (A - 3, A+3)adalah persekitaran dari A.

Karena untuk sebarang AeG„2 ada persekitaran (A-3, A+ 3) sedemikian

sehingga (A - 3,A+3) c G„2, maka G„2 buka.

Dari 1) dan 2) diperoleh kesimpulan bahwa Gn buka untuk weN.

KIaimIR\{w} =(jG„. Karena w^ maka ^c|jGn. Selanjutnya karena K
n=\

kompak akibatnya ada meNsedemikian sehingga K^[\Gn=G)

Dari definisi Gn diperoleh bahwa K n

1 1
u , w + —

m m j
cR\K.

n=\

f 1 1
u ,w+ — -^ dan interval

V m m)

Karena untuk ueR\K ada persekitaran L-±, „+11 sedemikian sehingga

1 1 "1
M~~'M +~l£ffinA:>maka M^buka^b^ya ^ tutup

Terbukti bahwa K terbatas dan tutup.

(<=) Akan ditunjukkan bahwa Kkompak
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Misalkan Ktutup dan terbatas dan G={ga} cover buka dari K.

Akan dibuktikan dengan kontradiksi dengan mengandaikan bahwa K tidak

m

kompak. Artinya untuk setiap meN maka K<r [\ga.

Dari pemisalan K terbatas maka ada r>0sedemikian sehingga Kc[-r,r].

Misal Ii:= [-r,r], i! dibagi menjadi dua sub-interval tutup /j :=[-/•, 0] dan

^":=[0,/*],maka Knl[*j atau Knl[*<j> .

Jika *n/;*^maka ada z^Knl^cI, .Karena Knfafjg^meN maka
a=l

ambil 72^ kemudian /2 dibagi menjadi dua subinterval tutup I2 dan l\. Jika

Jfn/2 tidak kosong maka ada z2sKnI2 c/2. Karena ^n/2czQg0,/wgN

maka ambil I3 := /j. Dengan melanjutkan sampai n kali akan diperoleh barisan

interval tutup bersarang (/„). Berdasarkan Nested Interval Property

(Teorema2.1.8) diperoleh, ada titik z sedemikian sehingga zeln,n eN. Karena

untuk setiap interval /„ ada z„ sedemikian sehingga z„ eFn dimana zK *z maka

z adalah titik akumulasi dari K. Karena Ktutup dari teorema 2.2.15 diperoleh

zeK, oleh karena itu ada himpunan gx di Gdengan z6ft. Karena ft buka,

ada s>0sedemikian sehingga (z - e, z+s) c &,. Dilain pihak karena interval /„

diperoleh dengan membagi dua /,:=[-,-, r] secara berulang-ulang diperoleh

panjang dari interval /„ adalah ~, untuk nyang cukup besar, -L. <ff maka
z 2" *
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h C{z-e,z+e)^gx. Artinya jika n cukup besar sedemikian

sehingga— <s, maka Knln termuat di satu himpunan gk di G. Kontradiksi

dengan pengandaian, maka haruslah Xtermuat di berhingga gabungan himpunan

di G. Dengan kata lain K haruslah kompak •

Akibat 3.2.11

Setiap hasil kali topologi IM dari unit interval tutup 7=[0,l] adalah ruang

Hausdorff yang kompak

Bukti:

Dari Teorema Heine-Borel (Teorema 3.2.10) diperoleh bahwa / kompak, Dari

Teorema Tychonoff (Teorema 3.2.9) jika / kompak maka IM kompak dan dari

teorema 3.1.4 diperoleh / ruang Hausdorff. Dari teorema 3.1.6 jika / ruang

Hausdorffmaka IM ruang Hausdorff. Artinya hasil kali topologi IM adalah ruang
Hausdorff yang kompak I

3.3 RuangReguler Lengkap

Pada pasal ini akan dibuktikan bahwa ruang normal adalah ruang reguler.

Definisi 3.3.1 Ruang X dikatakan regular lengkap di titik p dari X jika dan

hanyajika, untuk setiap lingkugan A^ dari p di X, ada fungsi kontinu

X-X^I

Sedemikian sehingga^(^) =0 dan %{X \N) =1.



33

Ruang X dikatakan ruang regular jika dan hanyajika regular lengkap di setiap

peX.

Berikut akan dibuktikan Lemma Urysohn yaitu jika X normal maka X adalah

reguler lengkap, namun akan dibuktikan beberapa teorema yang akan digunakan

padapembuktian Lemma Urysohn

Teorema 3.3.2

Ruang X normal jika dan hanya jika untuk setiap himpunan tutup F dan

himpunan buka H yang memuat F ada himpunan buka G sedemikian sehingga

F<^G^Cls(G)(zH

Bukti:

(=>) Misal X normal dan Fc H9 dengan F tutup dan H buka. Maka X\H

tutup, dan FnX\K =$. Karena X normal maka ada himpunan buka G, G*

sedemikian sehingga fcG,I\/fcG' dan GnG* =j (1)

GnG* =</> maka GczX\G\ Dari definisi closure diperoleh

GcC/*(G)czX\G\..(2)

X\//cG*maka X\G* czH (3)

dari (1), (2) dan (3) diperoleh

Fc:G<zCls(G)czX\G*c:HmakaF<zGczCls(G)<zH
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Terbukti Jika X ruang normal maka untuk setiap himpunan tutup F dan

himpunan buka Hyang memuat F ada himpunan buka Gsedemikian sehingga

FaGcCls(G)<zH.

(<=) Misal untuk setiap himpunan tutup F dan himpunan buka Hyang memuat

F ada himpunan buka Gsedemikian sehingga FcGcCls(G)<zH. Misal F,

F2 himpunan tutup yang disjoint, maka Ft<zX\F2 dengan X\F2 buka. Dari

pemisalan ada himpunan buka G sedemikian sehingga

FlczGczCls(G)(zX\F2.

Cls(G)^X\F2, maka F2aX\Cls(G) dan GcCls(G), maka

GnX\Cls(G) =<f>, dengan X\Cls(G) buka.

Diperoleh untuk setiap himpunan tutup Ft, F2 yang disjoint ada himpunan buka

G danX\Cls(G)sedemikian sehingga GnX\Cls(G) =0, akibatnya X

normal I

Teorema 3.33

Jika Dhimpunan bilangan dyadic pada unit interval [0,l] yaitu

n-ln 113 13 5 7 1 15 1
^-t°'2'4'4'8'8'8'¥'I '̂-'T '̂ •'1}'maka Dpadatdl I0'1]
Bukti:

Akan dibuktikan D padat di [0,l] dengan menunjukkan setiap interval buka

(a - d,a+d) dengan pusat di sebarang ae[0,l] memuat elemen D. Perhatikan
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bahwa lim~ =° >maka ada q=2"° sedemikian sehingga 0<- <8. Kemudian

perhatikan interval

q-\

[o,i]=U
*=0

~k jfc+l"

-?' 4

OT /W + l

_?' q
misal ae

q

1 2

4 4

2 3

<7 <7
,...,

q-2 q~\

q q

Karena a e[0,1], a termuat disalah satu interval

q-\
,1 maka

q q

-*, m ^ ^m + l . m + h
yaitu —<a< , artinya a = ,0</?<l dilain

q q q

pihak -<a= ,0</, leR akibatnya (m +A)-(l +/) =(m +A-l)-/<m.

m , wDengan kata lain a~d<~ dan —<a<a +a. Diperoleh a~d< —<a+d
q q q

dengan —eD. Diperoleh kesimpulan, sebarang interval buka (a-d,a +5)

., m
memuat elemen Z> yaitu —, maka D padat di [0,ll

q L J

Lemma 3.3.4 Lemma Urysohn

Jika A dan B dua buah himpunan tutup yang disjoint pada ruang normal X,

maka ada fungsi kontinu

X'.X^I

sedemikian sehingga z(A)^0 dan %(B) =\

Bukti:

Dari hipotesis bahwa AnB =0, maka ^cl\l Karena B tutup

makaX\£buka dan X\£ memuat A dimana ^ tutup. Dari teorema 3.3.2
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dijamin keberadaan Uy sedemikian sehingga A<^UX/(zClsilJv)c:X\B.

Karena Uy buka dan Cls{uy^ tutup, maka ada Uy, Uy sedemikian sehingga

^c^cC/^)e^cC/^)cz[/xcC/,(^)cX\5^ Dengan
melanjutkannya, diperoleh himpunan keluarga F={[/, \t eD) yang memiliki sifat

jika /, J2 eZ) dan t, <t2 maka Cls {Uh) c t/^

Didefinisikan fungsi 7: X ->7yaitu :

( x [inf{/:xe£/,} untukx^BZ(x) =\ l , n
[ 1 ww/wA: xgB

Karena A<zUnteD maka ^)=0. Dari definisi7diperoleh jjr(«) =l.

Selanjutnya akan dibuktikan j kontinu. Dari teorema 2.3.3 %kontinu jika invers

dari himpunan subbasic [0,a) dan (6,1] adalah himpunan buka di X.

Akan dibuktikan jr"1[[Otfl)]=|J{f/(:/<a}

i). Misal xEj-'[[0,fl)], maka ^(x)e[0,a) yaitu 0<Z(x)<a. Karena D

padat di [0,1], maka ada tx €Dsedemikian sehingga *(jc)<fx <a. Dengan

kata lain j(x)=inf {/: x€U(} <ix <a. Karena XE£/, dimana /x <a, maka

xe(J{?//:/<a}.Kaienax sebarang maka Z~i[[0,a)]c:[j{Ul:t <a}.
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ii). Misal ye\J{Ut:t<a), maka ada tyeD sedemikian sehingga ty <a dan

yeUty, oleh karena itu #(v)=inf{t:ye[/,}</y <a. Akibatnya

vex~X [[0, a)]. Dengan kata lain z~l [[0, a)]z> [}{Ut:t<a\

Dari i) dan ii) diperoleh Z~l[[0,a)]=\J{Ut:t<a}. Karena £/, buka untuk

/<amaka j-1[[0,«)]=|J{t/(:^<a}

Akan dibuktikan X'1 [(M]]=(J{x\ Os(t/,): t>b)

iii) Misal xe^'[(y]], maka j(x)e(6,l] yaitu 6<^(x)<l. Karena D

padat di [0,1], maka ada tlft2eD sedemikian sehingga b<tx<t2 <j(x).

Dengan kata lain j(x)=inf{/:xe[/,}>f2. Jadi ^G(j. Perhatikan jika

r,</2 maka Oy(G(|)c:G,2. Karena x£Gh maka xgC/^G,) artinya

xgX\Os(g,) dimana tx>h. Akibatnya xe[j{X\Cls(Ut):t> b). Karena

xsebarang, Z"'[(^l]]c:U{X\C^(f/():/>6}

iv). Misal ye\J{x\Cls(U[):t>b}, maka ada ?y €D sedemikian sehingga

ty>b dan veX\C7^£/,J atau yeUty. Dilain pihak untuk t<ty

mengakibatkan ut aUly cC&(t/(J maka ^gtf, untuk t<ty. Oleh karena itu

z(j)=inf{/:>>et/,}>^>Z,, mengakibatkan yeZ~l((b,l\). Karena 7

sebarang maka Z~l[(l>A]]^\J{X\Cls(Ul):t >b\
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dari iii) dan iv) diperoleh kesimpulan z~l [(*,!]]=U{z ^Cls(Ut):t >b}. Karena

X\Cls(Ut) buka untuk t>b, maka z~l[(b9l]]=\J{x\Cls(Ut):t>b} buka

Karena gabungan dari setiap himpunan buka adalah buka, maka

*~T(M>U{^CM^):'>*} gabung Z-l[[0,a)]=\J{Ut:t<a} adalah

buka. Dari teorema (2.3.3) diperoleh 7 kontinu.

Terbukti jika A dan J? dua buah himpunan tutup yang disjoint pada ruang normal

X, makaada fungsi kontinu

Z-X-+I

Sedemikian sehingga j(v4) =0 dan z(B)=* B






