BAB Il1

REGRESI NONPARAMETRIK BIRESPON SPLINE

3.1. RegresiNonparametrik Spline

Regresi spline adalah regresi dimana kurva regresinya didekati oleh fungsi
spline. Fungsi spline adalah fungsi polinomial yang lebih khusus dan memberikan
fleksibilitas yang lebih tinggi daripada fungsi polinomial pada umumnya. Fungsi
spline yang berhubungan dengan regresi spline terkait adalah fungsi spline linear,
kuadratik, dan kubik.

Secara umum, model regresi nonparametrik spline dapat ditulliskan

sebagai berikut :

D . K »
Yi= leoai xt+ zjzl ﬁj(x - kj)+ +¢&,i=12,..,n (3.1)

L

Dimana, p adalah derajat polinomial dan K adalah banyak titik knot pada

fungsi truncated, serta e; merupakan error acak independen dengan mean nol dan

varians a?2.

3.2.  RegresiNonparametrik Birespon Spline

Dalam regresi nonparametrik spline jika terdapat satu variabel respon dan
satu variabel prediktor maka diperoleh regresi nonparametrik spline univariabel.
Jika dalam analisis regresi terdapat satu variabel respon dengan variabel prediktor
lebin dari satu, maka regresi tersebut dinamakan regresi nonparametrik spline
multivariabel. Sedangkan regresi birespon didefinisikan sebagai salah satu model
regresi yang memiliki variabel respon yang lebih dari satu buah dan diantara
variabel-variabel tersebut terdapat korelasi atau hubungan yang kuat, baik secara
logika maupun matematis (Simillia, 2007).

Jika regresi birespon memiliki bentuk kurva regresi yang tidak diketahui,
maka pendekatan yang digunakan adalah nonparametrik sehingga dikatakan
regresi nonparametrik birespon. Model regresi nonparametrik birespon spline

dapat dituliskan sebagai berikut :
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Yij = fl(xlj) + gl(ij) + &y
Yo = fz(x1j) + gZ(ij) * &

Bentuk kurva regresi f;(x;;), g1(x5;), f2(x4;), dan g, (x,;) diasumsikan
tidak diketahui. Error random ¢,; dan ¢,; saling berkorelasi. Dimana error random
€;,J =1,2,..,n saling independen dengan mean nol dan variansi of, dan
&j,J = 1,2,..,n saling independen dengan mean nol dan variansi o7

Berdasarkan persamaan (2.7) yang telah diberikan pada bab sebelumnya,

bentuk umum fungsi spline truncated  f(x) derajat p dengan K titik knot
ki k,, ..., k, dan dua pediktor diberikan sebagai berikut :

fl) = ?:1 ax; + Zj'(=1 B (x1 - kj)zfL + z:?=1 a; x5+ +Z§'(=1ﬁj* (xz -
p
ki), 3.2)
Secara umum model regresi nonparametrik spline dengan derajat p dan K
titik knot dapat ditulis sebagai berikut :

Vi =X axi+ Zﬁ'{=1ﬁj(x1 - kj)+ +X_ et xh ++YB (x, —
kj):’ te,i=12,..,n (3.3)
Berdasarkan bentuk umum model birespon Spline linear dengan satu titik
knot dari persamaan (3.3) adalah sebagai berikut :
Yij = ayxq; t .31(x1j —ky) + ay Xy +.81*(ij —ky) + €1
Y2j =V1%Xq; t 51(x1j - M)+ Y1 Xz + 51*(x2j — 1)+ &;
Bentuk umum model birespon Spline linear kuadratik dengan satu titik

knot dari persamaan (3.3) adalah sebagai berikut :

2 2
— 2 _ * * 4.2 * _ *
Yij = @iXq; T ayxy; +ﬁ1(x1j k1)+ +a"xy+ ay x5+ By (ij ky )+ + &4

2 * * * * 2
Yaj = VaXyj + Voxd; + 8, (xy; —/11)+ ¥ g v g + 8, (g — ’11)+

+er

Untuk memudahkan, fungsi spline truncated  f(x) yang diasumsikan
berderajat 2 dengan 2 titik, maka persamaan (3.2) menjadi sebagai berikut :

Untuk respon 1,
2 i . 2
fi(x) = X axg + 212'=15j(x1 - kj)+ + X xy ++ X5 B (x,— kj)+
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Untuk respon 2,

2 i ) 2
f2(0) = X vixd + Xy 6j(x1 _Aj)+ + XLyt + X6 (x; = AJ')J,

Jika dalam regresi birespon spline kurva regresi f(x) didekati dengan
fungsi spline truncated kuadratik 2 knot, maka persamaan (3.3) modelnya sebagai
berikut :

Vij = ayxy;+ apxd + By (xy — kl)i + By (xy; — kz)i +a," Xy + ay" X3
+ ﬁ1*(x2j - kl*)i + +,82*(ij - kz*)fr + €1j
Yaj = Vaxyy +vox3; + 8, (xy; — A)i +85(x1; = ’12)1 1 e
+ 51*(x2j - Aﬂi)fr + +52*(x2j - Mz)fr T &;

Apabila diuraikan untuk setiap j=1,2,...,n, maka model Spline dalam

regresi nonparametrik birepon menjadi sebagai berikut.
Untuk  j=1;  yy, = ayxy; +ayxd; + By (g — k1)i + B, (xq1 — kz)i +
ay Xy + By x5 + By (xyy — kDG + +B,7(xy — k)5 + 6y

Untuk  j=2; y5, = a;xy, + azxfz + By (xy, — k1)3- + By (xy, — kz)-zp +

@y xy, + ﬁz*xgz + B, (xp — k;)-zr + 4B, (xyy — kz)-zr + &5,

Untuk j=n; vy, = ayx, +a,xf, + By (xy, — k)i + By (xy, — k)3 +

Q3 X + By X5 + By (g — kDI + B, (g — k)3 + &4,

Model di atas merupakan model pada respon 1. Berikut disajikan model
Spline pada respon 2.

Untuk  j=1;  y,, =yyx +¥,xE + 68,00 — 2% +6,(x; —A4,)3 +
Vi Xy ¥, x4 8,7(yy —ADE + 46,7 (0, — A5)2+ &y

Untuk  j=2; Yoy = ¥iXpp + ¥oXxEy + 8,00, — 25 + 6,00, — 1)5 +
Y1 X + Vz*xzzz + 8, (xy, — Ai)i ++6, (x,, — /T;)i t &y,
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Untuk  J=n; o, =¥y Xy, + VoXi, + 8,00, — 4,05 + 8,00, — 2,)5 +
Vi Xon F V2 X5 + 8, (X — AT + +6," (x5, — 455 + &5y,

Berikut model regresi nonparametrik birespon spline jika disajikan dalam

bentuk matriks:

Y11 f1(x1) + f1(x54) &1
y_12 f1(x15) + f1(%32) 5%2
v || G+ G | | e
g N i A i
V21 fo (1) + f5(x31) €21
yfz fo(x12) + f2(x23) sz
Yan f2 Ce) + f2(X2,) €2n

3.3. Taksiran Regresi Nonparametrik Birespon Spline

Dengan menguraikan fungsi f dan memisahkan antara parameter dengan
variabel, maka persamaan tersebut dalam bentuk matrik dapat ditulis sebagai
berikut :

y.=xB. +e. (3.4)
Dimana:
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2

2 2 .
Xy x? Gy =k, Gy = k) "x x,,% Gy — k), 2 Gy — k), 7
2 « 2
A= X, X0 (=)™ Qo =)y "y X55% (xy, — kl*)+2 Grpn — Iy ")y

2

: b , : - i : 2/
Xin Xin® Qg — k)" Cogy— k), " xyy Xon? (Gon— ki), (gn = ky)y

2 2 )
(xu X1 (=207 G = 22)4 "% Xpp? (x21—/11*)+2 (r2 — 2, )+\

2 2 2 2 2
X12 x12 (x12 - A1)+ (‘le - /12)4. xzz xzzz (xzz - Al*)+ (xZZ - /1*)+

2 2

\xln Xin® (xln_/l)+2 (x1n_12)+2x2n Xon® (Xpn — 247, Gron = 2574

Maka untuk memperoleh penaksir . pada persamaan (3.4), dilakukan

optimasi WLS vyaitu dengan menyelesaikan persamaan sebagai berikut :

n;in {e¢eWle } = nﬁlin {(y.—xB)Wy.—xB.)} (3.5)

Untuk menyelesaikan optimasi pada persamaan (3.5), maka dilakukan
derivatif parsial. Dengan memisalkan fungsi Q(B.) = (y.— xB)' W (y. —
xf.), maka

Q(B.) = (. —xBI) W (y. —xB.)
=, =B "x YW (y.—xB.)
=W.=-B. XYWy —WxB.)

=y W ly. =B x'Wly_ —y W™ xB_
+ B x'Wlxp.

=y Wy —2B.'x'W™y._
+ B x'Wtxp. (3.6)

Proses selanjutnya adalah menurunkan persamaan (3.6) terhadap B. dan
dihasilkan :
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0Q(B.) o(yWy =28 x'Wly. +B.'x'W'xB. )
p. A

= =2x'Wlty_+ 2x'W™xp. (3.7)

Setelah diturunkan terhadap (. hasil (3.7) disamakan dengan nol.
=2x'Wly_ +2x'WlxB. =0
x'Wixf_ = x'Wly_ (3.8)
Berdasarkan persamaan (3.8), didapatkan penaksir f_ sebagai berikut :
L. ='W lx)"x' Wy

Sehingga bentuk taksiran model spline dalam regresi nonparametrik

birespon spline menjadi sebagai berikut :
J.=E'Wix)"Ix'wly_

Jika matriks H(k.)=x(x'Wlx)"'x'W~t | maka diperolehy_ =
H(k_.)y.. Matrik H(k.) merupakan fungsi dari titik knot, sedangkan k_ =
(ki ks, , ..., k)" adalah titik-titik knot.
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