BAB |11

FUNGSI MIDKONVEKS

Pada bab ini akan dibahas tentang fungsi midkonveks, fungsi midkonveks

pada ruang linear bernorm, serta fungsi midkonveks pada bilangan real.

3.1 Pendahuluan

Diberikan fungsi bernilai real yang terdefinisi pada interval I c R yang

memenuhi

f(22) <SIF@) + £ (1)
untuk setiap x dan y pada I. Fungsi f : I - R dikatakan konveks jika dan hanya
jika

flex+ (A -8yl <éf()+ A -8f) 2)

untuk setiap x dan y pada I, é € (0,1). Jika & =% dapat ditunjukkan semua

fungsi yang memenuhi (2) juga memenuhi (1), tetapi tidak sebaliknya.

Melalui fungsi konveks yaitu fungsi yang memenuhi (2) selanjutnya akan
didefinisikan fungsi midkonveks yaitu fungsi yang memenuhi (1). Kedua definisi
ini hanya berlaku pada fungsi yang terdefinisi pada subset konveks U pada ruang

linear bernorm dan akan dilihat hubungan antara fungsi konveks dan fungsi

midkonveks
3.2 Fungsi Midkonveks pada Ruang Linear Bernorm
Definisi 3.2.1 (Fungsi Midkonveks)

Diketahui L ruang linear dan himpunan konveks U < L. Suatu fungsi f:U = R

disebut fungsi midkonveks jika untuk setiap x,y € U, berlaku

x+y 1
F(552) <50 + £
12
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Contoh :

1. g(x) = |x|. Akan ditunjukkan g midkonveks

<x+y

1 1 1
! )= "‘;y| =5 e+ yl < (xl +1yD =3 19G) + g )]

2. h(x) = x2. Akan ditunjukkan h midkonveks

x+y_x+y)2_12 1 1,
h( 2 )_( 2 ) TV Tty

berdasarkan ketaksamaan aritmatik-rataan geometri Vab < %(a + b)
sehingga ab < %az + %ab + in, maka

x+ 1 1/1 1 1 1
h( y)S—x2+—(—x2+—xy+—y2>+1y2

2 47 T2\4” T2 Ty
chat et o ) e
= %xz +%x2 +Ex2 +§xy+Ey2 +§y2 +%y2
< %xz +%x2 +%x2 +%Gx2 +%xy +%y2> +%y2
+%y2 +%y2
= %xz +%x2 +1—16x2 +3i2x2 +1—16xy +3izy2 +1—16y2
+%y2 +%y2
< %xz —|—%x2 +1i6x2 +3i2x2 +1—6(sz +%xy +%y2>
+%y2 +1—16y2 +%y2 +%y2

1

_12+12+12+ 2+12+1 +12
=2 7Y T16Y T32Y Tert T3V T e
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jika diteruskan akan ditemukan deret geometri tak hingga. Dan

berdasarkan rumus geometri tak hingga,

x+y
h(~57)

2
1 1 1 1 1 1
<2424 T 02 T 0240 T 24 4 2
_4x +8x +16x +32x +64x+ +64y
1 1 1 1 1 1
2 a2 2 a2 2 D2
TRy Y gy Yy =gy
1

= S [hGO) + h(y)]

Definisi 3.2.2 (Kombinasi Konveks Rasional)

Kombinasi Y 4;x; disebut kombinasi konveks rasional pada titik x; , -+, x,, jika,

4 =0untuki=1,-,n @

na; =1 (2)

4; bilangan rasional untuk i = 1, -, n 3)
Contoh :

Akan ditunjukkan Z’{%xi adalah kombinasi konveks rasional.
éi = % = 0,

, 1 1 1 1 n
ny. —=yn-_—_- - —:—:1
12 Zln n+n+ +n n !
sebanyak n

. 1 . . .
dan a; = ~ adalah bilangan rasional untuk i = 1, -+, n.

Teorema 3.2.3 Fungsi f dikatakan midkonveks pada himpunan konveks U € L
jika dan hanya jka untuk setiap kombinasi konveks rasional dari titik-titik

pada U berlaku
fQTax) < X1af () 4)
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Bukti:

Jelas jika dipilih &d; = 4, = % sembarang f akan memenuhi (4), karena diketahui f
midkonveks. Pertama akan ditunjukkan bahwa f fungsi midkonveks pada kasus

spesial dimana 4; = --- =4, =}l memenuhi (4). Saatn = 4

; (Z . xl) (Z 4xl> (xl + x; : X3 + x4)
=il (P = () (55)

1 1 1
= §f<§ (x1 +x2) + E(xs + x4)>

FUFG) + F0x) + ) + £ ()] = Zf(x )

=iz )=Dare

Akan ditunjukkan jika n = 2* berlaku

2k 2k

£ aw ) = (B < e + o4 fl)] = D A ()

1 1
Untuk k = 1, maka n = 2. Jelas karena merupakan definisi midkonveks.

Jika untuk k =t benar, akan ditunjukkan untuk k =t + 1 juga benar. k =t

benar artinya

2t ot

P ) = (B < 1) + 4 FGu0] = Y af ()

1 1

benar. Sehinggga,
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2k+1

, x1 + A + x2t+1 xl + A + xzt + xzt 1 + M + xzt zf
4 Zaixi =f( 20+ >=f< 72 : )
1

1 X+t Xt Xyt + "'+x2t+2t>]
< — _ @@ 4
—z[f( )

[f(x1)+ + f(xp0)] + 1t [f(xzt+1)+"'+f(xzt+zt)]l

_2 2t
1

=551 [f(x1) +o ot ) + f gty + o+ f e 50)]

2k+1

1 1
= et PG + o frpeen)] = g Z Fx)

- =Y s
1 1

Jadi ntuk setiap n = 2%, berlaku

2k 2k
1
FID a0 | = £ (B <l Ga) o fGa] = D 4G
Untuk n = 3,

(Yo =r ()

1

1 X, +x, + X
=f[2—2<x1+x2+x3+(22—3)#)]

3
=2 (f(xl) +f(x2) + f(x3) + (2% = 3)fM)
sehingga,
2 J—
(1 2 - 3)f(x1 + x32 + x3> lz FO 4 Fe + Fr)
atau

if(x1+x2+x3>

1
22 3 S S5 Ge) + fx) + f(x3)]
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2
kali dengan 2? maka

3 3
1 2 1
f (Z éixl-) = (P <1 Ca) + £ + )] = 4 f )

1 1

Dengan pola yang sama untuk setiap n # 2*. Pilih m sehingga 2"l <n< 2™
Maka

f(Draon) = (et

= f lZiﬂl(Z_lz(xl + -+ x, + (Zm — n)@))l

xl + ce + xn>]
n

< o [FO) o £ + @2 = o

kita akan peroleh

2m _ 1
(1= () < gl + -+ )

2m n

kalikan dengan % maka
- L+ - 1 “
f (Z ém) = £ (B <) e+ fO)] = 4 FG)

Diberikan sembarang himpunan n bilangan rasional positif a; sehingga

14, = 1, pilih 4; = u;/d dimana Y} u; = d, maka

Rischa Armalia Perdana, 2016
FUNGSI MIDKONVEKS
Universitas Pendidikan Indonesia | repository.upi.edu | perpustakaan.upi.edu



p(Dran )= ()= (Gt )

:f(l (xl+"'+x1)+"'+(xn+"'+xn))

L sebanyak u, sebanyak un

<1f< (x1+---+x1)+---+(xn+---+xn))

|l sebanyak uq sebanyak u,

1 1
= 2 fux o upx) < 5 (usfCer) + - + upf (x))

= %iuif(xi) = i%f(xi) = zn: aif (x;). m

Persamaan (4) disebut Ketaksamaan Jensen.

Teorema 3.2.4 Diberikan f: L — R, dan f memenuhi ketaksamaan jensen

(@) Untuk semua a; & f linear
(b) Untuk semua &; memenuhi persamaan (2) < f affine
(c) Untuk semua &; memenuhi persamaan (1) dan (2) < f konveks

(d) Untuk semua &; memenuhi persamaan (1), (2), dan (3) < f midkonveks
Bukti:
(d) Sudah terbukti pada Teorema 3.2.3.
(c) untuk n = 2, xq,x, € U dan 4; + 4, = 1, maka
2
f <Z él-xl-> = f(a;x; +4,x,) = f(A;x; + (1 —4a7)xy)

1
2

18

< af () + (L= a)f (1) = & f () + 8f (1) = ) df (x0).

l

untuk n = 3, x1,x,,x3 € U dan 4; + 4, + 43 = 1, maka
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3
f <z éixi> = f(@1x; +43x; + 43%3)
1

7

a, a
—f[a1x1+(a2+a3)< Xy + 7 3, x3>]

+a3 a, + az

<alf(x1)+(az+a3)f< 2 )

5, +as a, + as

<4 f(x)+ (&, +43)- 3, +4 3f( x2)

, , dsz
+ (a2, + a3) = p X
(8; +89) = f(x3)

3

= &f0n) +df (1) + df (1) = ) dif (),

i
Jika untuk n = k benar, akan ditunjukkan untuk n = k + 1 benar.

untuk n = k benar artinya, f[¥%4;x;] < ¥¥4,f(x;) benar. Sehingga

k+1 k
f [Z éixl-] = flagts + - + G + diatinn] = (Z i + ék+1xk+1>
1

1

karena Y514, = 1 maka,

k k k
f (Z i, + ék+1xk+1> = f (Z i, + (1 - éi) xk+1>
1

1 1

< i af(x;) + (1 - i éi)f(xk+1)

1 1

K k+1
= Z &f (x) + & f (pqn) = Z aif (x;)

(b) Sudah dibuktikan pada Teorema 2.4.3 f affine jika dan hanya jika [¥7]4;x;] =
Ta;f(x) . Karena f memenuhi ketaksamaan Jensen, harus ditunjukkan
fIXTax] = XTa;f(x;). Jika XT4; = 1, artinya minimal ada satu &; yang positif.

Misalkan a; positif, perhatikan
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n
é1x1 + -+ énxn = Z él-xl-
1
n
ajx, = z a;x; —axx, + -+ apx,
1

n , s
1 i —ay —a,
X1 =7 a;X; +,_XZ++ — Xn
ai - ai aq

1 -4 _ .
dan karena — + —2 4 ... 2 =31 — 1
ai ai al a1

1 /% n_.
:f[;<2 éixi>+2 é?l (xi)]

1

nf(x1) n B
_a.

<—f Z ax; +Z—, “f(xp)
a T > a

kalikan dengan a,, sehingga

af(x) <f (i éixi> + Zn: —4;f (x;)

1 2

dife)+ ) AfG) < f (Z ém)
2

1

n

Daf<f (2 éixl)
1

1

(a) Karena (4) dipenuhi oleh semua 4;, jelas dipenuhi oleh semua a; yang terbatas
(2). Berdasarkan (b), f affine, berdasarkan definisi f(x) = g(x) + b untuk suatu
fungsi linear g dan konstanta b. Harus ditunjukkan b = 0. Berdasarkan definisi, g

linear, maka g(I) = I dan jika f affine, maka f (I) = b. Perhatikan
fO=fA-T+1-D<fO+fD
dan
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fO=rfO-D=<of(M=0

Jadi, b= f(()=0. m

Teorema 3.2.5 Diberikan fungsi f midkonveks pada himpunan buka U < L. Jika
f terbatas di atas pada persekitaran dari sebuah titik x, € U, maka f kontinu dan
konveks di U.

Bukti:

Pilih titik T € U, misalkan f terbatas di atas pada N,(I) oleh B dan |f(I)| = 0.

Pilih suatu bilangan rasional & € (0,1) dan suatu x sehingga ||x|| < ar, perhatikan
. X
x=(1 —a)I+£(g)

dan

Ca - 1
I=1ia(ax)+1+ax

karena f midkonveks dan £ (1) = 0, maka
oo = f<(1 —8)i+ s(§)> < (1 -8f () +4f () <0+48 =B

dan

Jadi, ||x|| < ar mengakibatkan |f(x)| < aB. Hal ini menunjukkan f kontinu pada

x =1

Akan ditunjukkan f terbatas di atas oleh B untuk setiap titik y # I pada U.
Dengan mencontoh pembuktian pada Teorema 2.6.1, pilih @i > 1 sehingga

z = fiy € U, dan misalkan & = 1/1i, maka

M={velL:v=(1—-éx+éz,x €N}
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adalah persekitaran dari éz =y dengan jari-jari(1 —é)r (gambar 2.3.1).

Selanjutnya,

f@)=f(Q-8&x+8z)<(1—-8)f(x)+éf(z) <B+f(2)

Sehingga, f terbatas di atas pada M. Jadi, f kontinudi y. m

3.3 Fungsi midkonveks pada R

Pada bagian ini akan dikaji apa yang akan terjadi jika domain dari fungsi
midkonveks yang awalnya adalah ruang linear bernorm diperluas menjadi R.
Jensen (1905) telah membuktikan bahwa jika fungsi midkonveks terbatas di atas
pada (a, b), maka f kontinu. Prasyarat apa saja yang diperlukan agar f kontinu
pada (a, b).

Teorema 3.3.1 Misalkan f fungsi midkonveks pada (a, b). Jika f terbatas di atas

pada persekitaran dari sebuah titik x, € (a, b), maka f kontinu pada (a, b).

Bukti: teorema ini adalah kasus khusus dari Teorema 3.2.5

Teorema 3.3.2 Diberikan f fungsi midkonveks pada (a, b) dan misalkan terdapat
himpunan M < (a, b) memiliki ukuran positif dimana f terbatas di atas. Maka f

kontinu pada (a, b).
Bukti:

Misalkan himpunan M adalah himpunan yang memiliki ukuran positif. Himpunan

M dapat dibentuk menjadi himpunan J, , interval buka yang tidak tumpang tindih
dari (a, b), sehingga

= 4
o(M) < Z £0n) < 56(M)

karena himpunan M N J,, semua terpisah dan terukur,
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Yemng)=¢| Jmny,) =ean
1 1
haruslah terdapat minimal sebuah J, misalkan J, sehingga

4
0<£(Mn])s€(])<§{’(Mn])
Misalkan x, adalah titik tengah pada interval | = (c,d). Andaikan f tidak
terbatas di atas pada sembarang persekitaran di x,. Dapat dipilih x; sehingga

_eMn)
G

lx1 —xol < &

dan f(x;) > 1. Didefinisikan
N ={y:y =2x; —xdimanax € (M Nn]J)}

karena N adalah refleksi dan translasi dari M n J, jelas #(N) = (M N J) = 6a.
Untuk sembarang y € N,

ly — xol = 12x1 — x — x| = 12(x1 — x0) + X0 — x| < 2|x1 — X0 + |x0 — x|

< 2a+ |xy— x|
Jadi, N c (c — 23,d + 23). Karena #(N) = 63, /(N nJ) = 24. Perhatikan
y=2x; —X

x+y
2

X1 =

x+y

1 1
fe) = £(55) 2 30 + FOI < 5£O)

Karena f(x;) > 1, maka f(y) > 2. Sehingga
L) =M HUINND]=2MN])+L(NN]J) 265+2;§=§€(Mn])

Kontradiksi dengan J yang dipilih. Artinya, f haruslah terbatas di atas pada

persekitaran dari x,. Berdasarkan Teorema 3.3.1 maka f kontinu.m
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Teorema 3.3.3 Jika f: (a, b) — R terukur dan midkonveks, maka f kontinu pada
(a, b).

Bukti:

Andaikan f tidak kontinu. Pilih xy € (a,b) dan ¢ sedemikian sehiingga (xg —
2¢,x9 + 2¢) € (a,b), dan misalkan B, adalah himpunan terukur dimana B, =
{x € (a,b): f(x) >n}. Untuk suatu n pilih u € B, N (xy —c,xy +¢). Untuk
sembarang é € (0,1)

u+éc u-—ec

n<f = f

S%[f(u+éc) + f(u—éc)]

Oleh karena itu, f(u + éc) > n dan f(u — éc) > n, artinya u + éc € B,, dan
u — éc € B, . Ekuivalen dengan, jika M,, = {x:x =y —u,y € B,} maka éc € M,
dan —éc € M,, untuk semua é € (0,1). Karena B; 2 B, 2 B3 2 -+, berdasarkan

teorema pada measure theory (Natanson I, 1961)
¢ < lim £(B,) = ¢ (ﬂ Bn>
" 1
sehingga NT° B,, # @. Artinya terdapat v € (a, b) sedemikian sehingga f(v) > n

untuk setiap n, ini kontradiksi.

Perhatikan himpunan terukur M dimana —éc € M dan éc € M untuk setiap
é € (0,1). Bentuk A1 = M N (—c,0)dan A, = M N (0,c). Maka -4, U A, =
[0, c] sehingga

¢ = £[0,c] < £(=Ay) + £(4,) = £(A)) + £(A,) = £(A; U 4,) < £(M)

Jadi, terbukti f kontinu. m
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