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PENDEKATAN BAYESIAN PADA REGRESI LINEAR

3.1 Pendekatan Bayesian Pada Regresi Linear

Pada model linear harus memenuhi asumsi normalitas yakni variabel acak y
dan X berdistribusi normal sehingga parameter 0 juga berdistribusi normal. Model
linear berbentuk y = X0 + €. Diberikan parameter 6° = (01, ..., 6n) vektor acak
berukuran p x 1, matriks X berukuran n x p diambil dari observasi Xu, ..., Xn, vektor
acak y berukuran n x 1 dan variabel acak bebas €’ = (¢4, ..., &n) yang berdistribusi
normal, N(0,6°).

Dalam mencari distribusi prior diperlukan fungsi likelihood dari parameter 6.
Diketahui vektor X0 = E(y|0) sebagai nilai rata-rata dan matriks kovarians D(y|o?)
= ¢2P~1 di mana P merupakan matriks definit positif.

Misalkan (y|6, o2) ~ N(X0, o?P~1) dan 6 merupakan parameter yang tidak
diketahui. Didefinisikant = ¢72. Karena (y|6, a2) ~ N(X0, ¢2P~1) diperoleh
(det7=1P~1)7z = (det P)z 77

Fungsi likelihood

r(yl8,1,C) = (2n)_%(det P)%Tgexp (—%(y —X0)'P(y — XG))

[ T% exp (—%(y—XH)’P(y—XQ)) (3.1)

Distribusi prior untuk 0 dan t adalah distribusi normal-gamma
0,7 ~NG (W V,a,b)
dimana 8|t~ N (, V) dan = ~ G (a, b)

Fungsi kepadatan peluang dari distribusi prior adalah :

p(0,7|C) = ! < T exp (—5(20 N CEINUANCE u))
2m)z (det vz (B 2
« 7201 exp <—%(20 +@-w'v1o- ,u)) (3.2)

Selanjutnya akan dicari distribusi posterior dari 6 dan Tt dengan

mengoperasikan distribusi prior (3.2) dengan fungsi likelihood (3.1),
p(6,tly, C) < p(6,7|C) x p(y16,7,C)
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« 17 exp (— £ (2a+ (6 - VIO — W),
n T
TZexp <— 2 (y—X0)'P(y— X9)>
x 722" T exp (—%(20 +O@-wV(O—pn)+

(v - X0)'P(y - X0)) ) (33)

Akan diuraikan (2a + (0 —p)'V1(0 — p) + (y — X0)'P(y — X6)
a+ O -wW'VO -+ (y—X60)P(y—X0)

© 204+0'VO-0VIiu—py v+ 'V iu+y' Py —y'PX6
—6'X'Py + 6'X'PX0

© 20+ y Py+u'Viu—-20X'Py+V )+ 60'(X'PX+V 1o

S 20+ y' Py +u'Viu—uy(X'PX + VY,
+(0 — o) (X'"PX + V1) (0 — po)

© 20+ y Py +u'Viu—2ui(X'Py + V) + uf(X'PX + VY,
+(0 — o) (X'PX + V1) (0 — po)

© 2a+y' Py + WV = 2uX Py — 2uV "+ poX PXpg + p1oV " g
+(0 — 1) (X'PX +V™1)(6 — o)

© 2a+ (U—p) V(= po) + (v — Xpo)'P(y — Xpo)
+(6 — o) (X'PX + V1) (6 — o) (3.4)

Substitusikan Persamaan (3.4) kedalam Persamaan (3.3) sehingga diperoleh

+=+b—-1

X T2 2 exp (—%[20 +(u—u)' V7w —uo) + v — Xpo)'P(y — Xpo)
+ (8 = o) (X'PX +V=1)(8 — o)1)

oc 73 exp {= = [(0 = o)’ (X'PX + V1) (0 - o)1}
720~ exp {—% [2a + (u = po)' V™ (1 — o)
+ (v = Xpo)'P(y - X.Uo)]} (3.5)
Distribusi posterior untuk 6 dan t pada (3.5) merupakan distribusi normal-gamma.
0,7t ~ NG (Mo, Vp, ag, bg)
dimana 8|t~ N (po, Vy) dan 7 ~ G (ay, bg)
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dengan
Lo = (X'PX+V )1 (X'Py +V~1u)
(X'PX +V~1H1

S
I

1
o= a+5[(u— 1)V (= po) + (v — Xpo)'P(y — Xpo)]

b—1 +b
O_En

Selanjutnya distribusi posterior dari € dapat diturunkan dengan bentuk € =
y — Xe dan diketahui bahwa & merupakan fungsi linear dari parameter 6. De Groot
(2004) menjelaskan bahwa distribusi € akan singular hanya pada ruang p-dimensi.

Misalkan H = X(R + X'X)~'X, maka distribusi posterior dari £ yang
bersyarat T akan menghasilkan distribusi normal multivariat singular dengan rata-
rata € = y — Xm, dan matrik kovarians t~1H.

Dengan memisalkan hij merupakan elemen-elemen dari H, maka setiap €; (untuk i =

aq

1, 2, ..., n) memiliki distribusi t dengan lokasi €;, ketelitian dan 2a, sebagai

11ii
derajat kebebasan. (DeGroot, 2004, him. 42). Matrik kovarians dari € merupakan
proporsi dari H.
Distribusi prior improper dari Zellner (1996) p(8,7|C) = 7~1, misalkan R —

0,a— —%p dan b — 0. Misalkan

5 vty 2 . O~ XO)'(y — X0)
0=XX)""X'y,s =)

Selanjutnya DeGroot (2004, him. 252) menunjukkan bahwa distribusi posterior dari

€ merupakan distribusi t multivariate pada ruang p-dimensi dengan
§=y—X0,H=XX'X)"'X, a, = %(n—p), blzé(n—p)s2
Untuk mendeteksi observasi yang merupakan pencilan, didefinisikan peluang
pi menjadi pr(|g;| > ko|y), peluang posterior pada observasi ke-i yang
didefinisikan sebagai sebuah pencilan.

Misalkan @ (z) merupakan fungsi distribusi normal standar dengan
L k—EgVT) (k=D
1= = =/ 2= - /=
Vi Vhi
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Selanjutnya diperoleh

pi = prled > koly) = f (1 - d(z) + D(2)} p(aly)dr (3.7)

Hasil dari pidapat dibandingkan dengan peluang prior 2d(-K). Nilai dengan peluang
posterior pi yang tinggi yang menjadi pencilan akan memiliki |€;| yang besar atau
hii yang besar ataupun keduanya. Ketika |€;| membesar akibatnya |¢;| juga ikut
membesar, namun ketika hij membesar ada ketidakpastian untuk ;. Banyaknya hi

sering menunjukkan sebagai leverage.

3.2 Penentuan Nilai k
Nilai k dapat dipilih sehingga peluang prior yang tidak memiliki pencilan
besar, misalkan 0,95. Ini memberikan k = ®{0,5 + % (0,95M}, dengan

mensubstitusikan nilai n dan melihat Daftar Distribusi Normal Baku (lampiran 1).
Cara lain yang dapat digunakan apabila dalam pertimbangannya model
diperlukan untuk menggambarkan data bukan terhadap model yang stokastik, maka
nilai k = 2 dapat digunakan untuk menemukan observasi yang tidak baik dijelaskan
oleh data maupun ukuran sampel.
Dalam Chaloner (1988), observasi dinamakan sebagai pencilan ketika
peluang posterior (3.7) lebih besar dari peluang prior 2d(-K).
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