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METODE MULTISTAGE RANDOM SAMPLING

3.1 Pengertian Multistage Random Sampling

Multistage random sampling merupakan pengembangan dari simple
cluster sampling. Pada simple cluster sampling, letak keacakan tidak dilakukan
langsung pada unit sampling, namum dilakukan pada gugus (cluster) dimana unit
sampling tersebut berada. Proses penarikan sampel dengan menggunakan metode
simple cluster sampling terdiri dari dua tahap. Tahap pertama yaitu tahap
pemilihan cluster dari unit sampling dan tahap kedua yaitu tahap penarikan unit
sampling dari cluster yang telah ditentukan pada tahap pertama. Apabila
populasinya heterogen dan berukuran besar, maka penarikan sampel dengan
menggunakan metode simple cluster sampling sampling akan menghasilkan
sampel yang kurang representatif. Hal ini karena, apabila populasinya heterogen
dan berukuran besar, sekalipun penarikan sampel dilakukan dalam dua tahap.
Namun karena keheterogenannya akan mengakibatkan pada tahap pertama pun
akan tetap menghasilkan cluster yang heterogen. Oleh karena itu, untuk populasi
yang heterogen dan berukuran besar akan tepat apabila proses penarikan
sampelnya dilakukan dalam beberapa tahap, sehingga dapat menghasilkan gugus-
gugus (cluster-cluster) yang lebih homogen dibandingkan dengan gugus-gugus
(cluster-cluster) yang dihasilkan pada simple cluster sampling. Pada populasi
yang heterogen dan berukuran besar agar diperoleh sampel yang representatif,
maka proses penarikan sampelnya dapat dilakukan dalam beberapa tahap dengan
alurnya yaitu pada tiap tahapan yang dilakukan adalah pemilihan gugus-gugus
(cluster-cluster) sampai tahap dimana diperoleh gugus (cluster) yang homogen.
Apabila telah diperoleh gugus (cluster) yang homogen, pada tahap selanjutnya
yang dilakukan yaitu penarikan unit sampling dari tiap gugus (cluster) yang
homogen tersebut sehingga diperoleh sampel. Proses penarikan sampel dengan
beberapa tahap seperti yang telah dikemukakan di atas dinamakan multistage

random sampling.

23
Shinta Silvia, 2015
PENERAPAN METODE MULTISTAGE RANDOM SAMPLING PADA ANALISIS QUICK COUNT
Universitas Pendidikan Indonesia | repository.upi.edu | perpustakaan.upi.edu



24

Seperti telah dikemukakan sebelumnya bahwa multistage random sampling
merupakan pengembangan dari simple cluster sampling, karena itu pada proses
penurunan rumus merupakan pengembangan dari rumus-rumus pada simple cluster
sampling. Pada skripsi ini pembahasan mengenai multistage random sampling ini

dibatasi untuk 4 tahap.

3.2 Total Populasi
Secara umum pada simple random sampling, total populasi merupakan
hasil kali antara banyaknya data populasi (N) dengan rata-rata populasi (X) dan

dinyatakan dengan perumusan berikut :
Penaksir total populasi dan penaksir rata-rata berdasarkan pengertian
umum ada dalam metode simple random sampling. Misalkan X;,X,, ..., Xy
adalah populasi yang berukuran N dan xy,x,,..,x, adalah sampel yang
berukuran n. Rata-rata populasi (X) dan rata-rata sampel (x) didefinisikan sebagai

berikut:
— 1 1
X = E(Xl + X, + -+ Xy) = Nzé\;lxi

n

F=—(+x o+ 2) =23 x5

1
n

Rata—rata sampel merupakan penaksir tak bias dari rata—rata populasi, dan
dinyatakan sebagai berikut:

X=x
Pembuktian :
E(®) = E [ (t + 2+ + %)
= ~[E(x;) + ECp) + -+ + E(xy)]

=~(nX) =X
E(X)=X
Berdasarkan persamaan di atas, dapat diperoleh informasi bahwa total populasi
merupakan penaksir tak bias untuk total populasi, dinyatakan sebagai berikut:
X=X
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Pembuktian :

E(X) = E(N%)
= N[E(®)]
=NX

E(X)=X

Simple cluster sampling terdiri dari dua tahap yaitu pemilihan m kelompok dari M
usu dan yang kedua yaitu pemilihan n; (i =1, 2, ..., m) dari N; usk. Total populasi
didefinisikan sebagai berikut:
X=%LX
Three-stage cluster sampling terdiri dari tiga tahap yaitu pemilihan [ kelompok
dari L psu, kedua yaitu pemilihan m; (i = 1, 2, ..., 1) dari M; ssu dan ketiga yaitu
pemilihan n;; (j = 1, 2, ..., m) dari N;; tsu. Total populasi didefinisikan sebagai
berikut:
X =Y, 20 X
Four-stage cluster sampling terdiri dari empat tahap yaitu pemilihan ¢ kelompok
dari T psu, kedua yaitu pemilihan [; (i=1, 2, ..., t) dari [; ssu, ketiga yaitu
pemilihan m;; (j =1, 2, ..., I) dari M;; tsu dan Keempat yaitu pemilihan n;j; (j =
1,2, ..., m)dari N;j;, fsu. Total populasi didefinisikan sebagai berikut:
X = ZL'T=1 Z§=1 211;4:1 Xijk
Sehingga untuk multistage random sampling yang memiliki n tahap, maka total
populasinya didefinisikan sebangai berikut :
X=Y, Yh-n=1Xi -1y
dimana,
X = total populasi
T = kelompok
N = kelompok ken — 1
n = banyak tahap
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3.3 Penaksir Total Populasi
Pemilihan unit-unit sampling pada simple cluster sampling terdiri dari dua
tahap. Pertama yaitu pemilihan m kelompok dari M psu dan yang kedua yaitu
pemilihan n; (i = 1, 2, ..., m) dari N; ssu. Dengan kata lain, proses penaksiran
jumlah total populasi dilakukan dalam dua langkah. Langkah pertama, menaksir
total kelompok m yang dinotasikan dengan X dan langkah kedua dengan
menggunakan hasil dari langkah pertama untuk menaksir total dari kelompok M
yang dinotasikan dengan X.
Total populasi dinotasikan dengan X dan didefinisikan dengan X =
M. X;. Sedangkan penaksir total populasi dinotasikan dengan X dan

didefinisikan sebagai berikut

ni
= Mgm N, 2=
- i=1'%

m

M Nigny
=X Y X 3.1)

i

n;

Pemilihan unit-unit sampling pada three-stage cluster sampling terdiri dari
tiga tahap. Pertama yaitu pemilihan [ kelompok dari L psu. Kedua yaitu pemilihan
m; (i=1,2,..,1)dari M; ssu. Ketiga yaitu pemilihan n;; (j = 1, 2, ..., m) dari N;;
tsu. Dengan kata lain, proses penaksiran jumlah total populasi dilakukan dalam
tiga langkah. Langkah pertama, menaksir total kelompok n yang dinotasikan
dengan ;. Langkah kedua dengan menggunakan hasil dari langkah pertama untuk
menaksir total kelompok m yang dinotasikan dengan X. Langkah ketiga dengan
menggunakan hasil dari langkah kedua untuk menaksir total dari kelompok L
yang dinotasikan dengan X.

Total populasi dinotasikan dengan X dan didefinisikan dengan X = i, ¥, X;;
Sedangkan penaksir total populasi dinotasikan dengan X dan

didefinisikan sebagai berikut
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=£Zl MLZ z:k 1xUk

=Bl I 22”1 xie  (32)
Pemilihan unit-unit sampling pada four-stage cluster sampling terdiri dari
empat tahap. Pertama yaitu pemilihan t kelompok dari T psu. Kedua yaitu
pemilihan [; (i=1, 2, ..., t) dari [; ssu. Ketiga yaitu pemilihan m;; j =1, 2, ..., I)
dari M;; tsu. Keempat yaitu pemilihan n;, (j = 1, 2, ..., m) dari N;j;, fsu. Dengan
kata lain, proses penaksiran jumlah total populasi dilakukan dalam empat langkah.
Langkah pertama, menaksir total kelompok n yang dinotasikan dengan X;;.
Langkah kedua dengan menggunakan hasil dari langkah pertama untuk menaksir
total kelompok m yang dinotasikan dengan X;. Langkah ketiga dengan
menggunakan hasil dari langkah kedua untuk menaksir total kelompok [ yang
dinotasikan dengan x. Langkah keempat dengan menggunakan hasil dari langkah
ketiga untuk menaksir total dari kelompok T yang dinotasikan dengan X.
Total populasi dinotasikan dengan X dan didefinisikan dengan X =
=1 Zlez’,ﬁ”:lXijk. Sedangkan penaksir total populasi dinotasikan dengan X dan
didefinisikan sebagai berikut

X =

13

x

_ Iyt ¢
=7 2i=1 X

T t =
_t llel
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l-,\

_ j=1Xij
= Z »
= Zl ll Z] 1le

T
t i- 1y Z} 1 My

s

_ e Xiji
= Zl 17 Ay 1 Mij =5

Ml] mU

= 211121 1m2 l]k

. Ml] mU
- l 1l Z] 1m Z kauk

D Nijk
_ Z Z Ml] Zmu p=1 Yijkp
- l jk
i=1 l ) nl]k

_ MU m;j Nijk @mijk
—_21 1l 2] 1m Zk 1nijk2p=1xijkp

dimana X; merupakan notasi dari penaksir jumlah total populasi dari masing-
masing kelompok, Xx; merupakan notasi dari rata-rata kelompok utama, x;
merupakan notasi dari jumlah elemen-elemen dalam kelompok utama, x;;
merupakan notasi dari jumlah elemen-elemen dalam kelompok utama, x;j
merupakan notasi dari jumlah elemen-elemen dalam kelompok utama dan x;j,

merupakan notasi dari elemen-elemen di kelompok utama.

Dari perumusan penaksir total populasi simple cluster sampling, three-
stage cluster sampling dan four-stage cluster sampling dapat dilihat suatu pola
untuk membuat rumusan penaksir total populasi untuk multistage random
sampling, yaitu :

"_Pl D1 Pn
X_Z i=1" Zn 1Xi,j..n

Keterangan :

X = penaksir total populasi
P = kelompok

p = sampel acak dari kelompok P
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n = banyak tahap

x; j.n = elemen-elemen di kelompok utama

3.4 Varians Penaksir Total Populasi

29

Setelah taksiran dari total populasi diperoleh, selanjutnya yaitu

menghitung variansi dari X untuk menilai presisinya. Secara umum terdapat dua

komponen dari variansi yaitu, variansi yang disebabkan oleh penarikan sampel

dari primary sampling unit (psu) disebut variansi diantara psu dan variansi yang

disebabkan oleh sampel acak yang dipilih dari psu disebut juga variansi dalam

psu. Pada simple cluster sampling, variansi diantara psu disebut variansi yang

diperoleh dari pemilihan m kelompok. Sedangkan variansi dalam psu merupakan

variansi yang diperoleh dari pemilihan n; dari psu ke-i. Sehingga dapat ditulis

variansi dari X sebagai berikut :
V(X ) = (varians diantara psu) + (varians di dalam psu)
atau secara matematis dapat dinyatakan sebagai berikut:

o\ M-mSE M@y n2 Ni—n; S?
V(X)=M*—==2+—FIL N . G4

Pembuktian :

Berdasarkan definisi, variansi dari X = %Zm)?i adalah
v(®)=E(X-x)" (35)

Perhatikan bahwa ()? —-X )2 dapat dirubah secara aljabar sebagai berikut :

2

£-x)" =[2z"% - X]

= [z gz + (e - )]

m
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M 2 M\ /M ~
= (mEmxi-x) +2(3) (I X - X) (& - %) +
M2 - 2 M2 - -
(;) >MX - X))+ (;) na(X - X)Xy - X))
=A+B+C+D
Kemudian menentukan nilai ekspektasi dari (X —X)2 dengan i (psu) konstan.
Karena itulah mengapa pada penentuan nilai ekspektasi melibatkan ssu yang
dinotasikan dengan ;.
~ 2
E(X —X)" = Ej(A) + E;(B) + E;(C) + E;(D)
e Penentuan E;(A4)
M am 2 M am 2
E (XX - X) = (2 X - X)
e Penentuan E;(B)
56 =5 2(3) (4375~ 1) (8- )
M M ~
=2 (B) (B2 ) B (- 1)
karena X; adalah statistik yang diperolen dari sampling acak pada ssu.

Bagaimanapun, telah diketahui bahwa E()?l-) = X; dan diketahui dari teori

statistika bahwa:
EYX=YEX
Karena itu,
B X"(%: — Xi) = X" E;(%: - X;) = 0
Sehingga diperoleh E;(B) = 0.

e Penentuan E;(D)

Untuk, E;(D) sama dengan penentuan E;(B) diperoleh

2 A A
Ej (%) (X — X)) (X — X)) = 0
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e Penentuan E;(C)
gy |G 2= = () 2R

M\? 5 2
- (8 2 )
Dengan menggunakan sampling acak sederhana, diperoleh

B(%—x)" = Np et

N; n
2 1 N; = \2
Si = —Ni_lZ,- (x5 -X)

S?# yang mana merupakan varians untuk X;; ketika sampling acak sederhana

digunakan.

Selanjutnya mensubstitusikan hasil dari penentuan E;(A) dengan
penentuan E;(C) diperoleh:
8 2 M 2 M)? N;—n; S}
E(X-X)" = (;Z?Xi —X) + (g) XN =
i pada E;(X — X)2 tidak dianggap konstan dan E; (X — X)2 = y; menjadi variabel
acak. Permasalahan selanjutnya terletak pada ekspektasi dari variabel acak

tersebut yang diperlihatkan sebagai berikut:

2
Si
n;

E; [EJ(X _X)Z] = E; [%Zlmxi - X]Z + E; (%)2 S NE I

N;

(3.6)

Misalkan bagian Il pada ruas kanan dari persamaan (3.17) ditulis sebagai berikut:

M\?
) 2.0
dimana

2
U; =Ni2Ni1;niS_i
]
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Sebagaimana yang ditunjukkan di atas, U; (i = 1,2,3, ..., M) adalah variabel acak
dengan M nilai yang mungkin dimana masing-masing memiliki probabilitas %

karena masing-masing psu dipilih menggunakan sampling acak sederhana, maka:

() 2o () Do

= () =zl
= (%) mayy gt (37)

Seperti yang telah ditunjukkan di atas, persamaan (3.18) adalah variansi karena S?
merupakan variansi dalam psu ke i. Selanjutnya untuk bagian | ruas kanan dari

persamaan (3.17), diperoleh:

2

m
M
E; —ZXi—X
m

dimana

m
M
_EXi
m

dapat dipertimbangkan sebagai estimasi dari X berdasarkan pada sampling acak
dari m psu. Kemudian, dengan menggunakan perumusan pada metode sampling

acak sederhana, diperoleh:

E, [%zmxi - X]Z = M2E, [%zmxi —)?]2

- .—¥)2
— MZM mlE(Xl X) (38)
M m M-1

Berdasarkan persamaan (3.6), persamaan (3.7), dan persamaan (3.8), diperoleh

varians dari X adalah :

2 2
ZM_mS_b_i_%ZM NZNi_niS

viX)=M L

ng ng
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Pada three-stage cluster sampling, varians dari X diperoleh dari
penggabungan dua varians simple cluster sampling yang prosesnya sebanyak dua
tahap. Berikut penjelasan dengan skema :

e Kasus 2 tahap :
psu

ssu
dan berdasarkan skema di atas, V (X) menjadi
V(X ) = (varians diantara psu) + (varians di dalam psu)

Varians dari X telah diperoleh di atas yaitu

) = M2 M=mSh L My 2 Nimmi S
V(X)_M M m+mzi=1Ni ni n;
e Kasus 3 tahap :
psu—— ssu  (kasus kesatu)
ssu——————tsu (kasus kedua)

dimana ada kasus 2 tahap diantara psu dan ssu, dan kasus 2-stage lainnya antara
ssu dan tsu.

Varians dari X pada kasus 2 tahap:

5 M-mS; = M @M a2 Ni—1; S?
1) V(E&)=M =+ TN

N; ny
Dimana,

1 p—
Sy == X' (X — X)?

1 N; 5 \2
St = =% (X — X))
Ketika mensubstitusikan varians ke dalam psu dan ssu pada kasus 3-stage, akan

didapatkan

(M;—m) s?

2L=USE | Lyl g
(2) L L l+lZlMl M; m

dimana
1 —
Sy = Li(Xi — X)?
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. _ .2
St = ﬁZT‘(XU - X;)

Selanjutnya, substitusikan varians 2 tahap ke ssu dan tsu dari kasus 3-stage. Maka:

(3) MZMI. mSl _l_MlZMLNZ Nl] n"] S'-]
M; Nij  nyj

dimana

1 Nij = \2
St =X (Kijie — Xij)

V(X) untuk kasus 3-stage bisa didapatkan dengan menggabungkan persamaan (2)
dan (3)

(4) V(X) _ L2L le 4 L ZLMZ (ML m) Sl +M2Ml mSl +M12M1N2 Njj—n;j Sl]
M; m M; m Nij  nyj
Karena ssu pada kasus kedua dapat dimasukkan kedalam persamaan ssu pada
kasus kesatu sehingga,
zL le L 2 Mi-m 51 Mi <M; pr2 Nij=nij S5
V(X) =L +- Z M = R NG
ZL le L 2 M;—m Sl LM; <Mj 52 Nij—ng; Sizj
=1L + - Z ™ +Z Z N i TNy my

Sehingga pada four-stage cluster sampling, varians dari X diperoleh dari
penggabungan tiga varians simple cluster sampling yang prosesnya sebanyak dua

tahap. Berikut penjelasan dengan skema :

psu————ssu  (kasus kesatu)
ssu———— tsu (kasus kedua)
tsu——fsu (kasus ketiga)

dimana ada kasus 2 tahap diantara psu dan ssu, kasus 2 tahap antara ssu dan tsu,
dan kasus 2 tahap antara tsu dan fsu.
Varians dari X pada kasus 2 tahap:

V(}?) MZM msb_l_ ZMNZNL nlS

Ny ny
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dimana
1 —
Sy = mZﬁ”(Xi — X)?
1 i =1\2
St = EZ?’ (Xij — X:)

Ketika mensubstitusikan varians ke dalam psu dan ssu pada kasus 4-stage, akan

dipereloh :

Tzus_g_{_zzT:LZ.Li_l_S_iz (1
T t tL L1
Dimana,

S§ = 7 ST = X)*

57 =ﬁ2§i(xij—)7i)2

Ketika mensubstistusikan varians ke dalam ssu dan tsu dari kasus 4-stage, maka

diperoleh :
— 2
2Li=lSE | LiLps2 Mij=mij Sij
Ll L; I T U Z] MU Mij mij (2)
Dimana,
2 1 Mij _ = 2
Sij = w1 2 (Xiji — Xij)

Selanjutnya, substitusikan varians 2 tahap ke dalam tsu dan fsu dari kasus 4-stage,

sehingga diperoleh :

Mii—my; S5 M o M;; Nijk—"jk Stik
Mizj ij ui_l__uzkuNizjk ik~ Mijk 2ij (3)
Mij myp o myy Nijr  Myjk
Dimana,
SZ, = ——YNUK(x,, _;?..)2
Uk_Nijk—l r ijkr ijk

V(X) untuk kasus 4 tahap bisa diperoleh dengan menggabungkan terlebih dahulu
persamaan (2) dan (3), baru setelah itu digabungkan dengan persamaan (1).
Penggabungan persamaan (2) dan (3) :

2 Mij—my; S§j

- 2 2
2Li=IS} | Ligl; 2 Mij-myj Sij | Mij QM 0 Nije—niji Sijk
LTIy Mgl g2 MUTT 2y gz B0 U gt 2, Tk Tk Sk
L 1 l Mij mi; Mij m;; mi; Nijk Nijk
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Karena tsu pada kasus ketiga dapat dimasukkan kedalam persamaan tsu pada
kasus kedua, sehingga diperoleh :

T 2
Li2 LL_l%_I_L__lZLL( 2 ML] mij Sl] +Ml] ZMU Nz Nl]k Nijk Sl]k)

) M;;  my; Lk Nijk  Nijk
2
L 2 Ll 1 + LLZLL MZ M- ml] iy LlZLL M;; ZMU N2 Nijk—ijk Sl]k (4)
Mij  my; Lk Nijk  Nijk

V(X’) untuk kasus 4 tahap dipereloh dengan menggabungkan (1) dan (4),
sehingga :

V(X) TZT tSb_I_ ZTLZLL l_l_LZLL S_L

L; 1

2
Li «L M;ii—m;; Si; Li —L; Mji NknkSk
_LZ lMZ l;w ij l] —LZL l]ZkL]lejk ij ijk 2ijk (5)

ij

mi; - U7 my Nijk  Mijk
Karena ssu pada kasus keempat dapat dimasukkan kedalam persamaan ssu pada
kasus pertama, sehingga diperoleh :
Q) = 72T=t8h | Ty 2LimlSE | Lisli pro Mi=mi; Sij
V(X) =T —>+ X (L T T M

Mi; myj

2
LL ZLl M;j ZMU 2 Nijr—nijk Sijk
] my; Nijt Nijk  nijk

- 2
5 T=tSp Tty 2Lzl | T 7 Lili g2 Mij=mij Sij
V(X)=T?—2+-YTL["—L4-_y2yipmz -
() T ¢t tzllLil tzllzl

i
JooMy o my

2
ZT Ly ZLL M;j ZMU 2 Nijk—nijk Sijk
] my; Nijt Nijk  nijk

Persamaan (5) dapat dibagi kedalam 4 komponen dengan asumsi bahwa T
merupakan jumlah populasi yang sangat besar namun dapat dihitung dan t < T,
yaitu :

Sz s? SE  S?

V(R):2h 2L 2 Vi

t tl tlml] tlmijnl-jk

Misalkan, m;; = m, n;j; =7, akan didapatkan tlmin = n sebagai total
ukuran sampel. Selanjutnya, jika nilai n tetap, nilai t, [ dan m akan meningkat

seiring dengan nilai n yang makin kecil. Apabila nilai ¢, [ dan m semakin besar,
2

. . S2 s? Si; . .. T .
maka nilai 7” t—Ll dan # akan mengecil. Hal ini mengindikasikan bahwa biaya
ij
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memilih psu, ssu, tsu dan rsu sama, sehingga bisa untuk mengecilkan ukuran
V(X’) dengan cara memilih psu dibandingkan ssu, tsu dan fsu.

Dilihat dari rumusan varians dari X pada simple cluster sampling, three-stage
cluster sampling, dapat dilihat suatu pola untuk memperoleh varians dari
multistage random sampling, yaitu :

V(X’) = (varians di antara unit sampel + varians di dalam unit sampel),
F oo
+(varians di antara unit sampel + varians di dalam unit sampel),_;
Dimana,
V(X) = varians dari X
n = banyak tahap

3.5 Penaksir dari V(X)

Pada populasi yang heterogen dan berukuran besar, sulit untuk menentukan
V()?) secara langsung, sehingga untuk penentuannya dapat dilakukan dengan
menggunakan penaksirnya. Penaksir dari V(X) dinotasikan dengan V(X). Secara
umum, seperti telah dikemukakan sebelumnya bahwa V(X) dibentuk dari dua
komponen varians, varians diantara psu (SZ) dan varians dalam psu (S?). Oleh
karena itu, penaksir V()?) pada simple cluster sampling dapat diperoleh dengan
menggunakan penaksir-penaksir dari S? dan S?. Berdasarkan penjelasan di atas,

maka penaksir V(X ) dirumuskan sebagai berikut:

ST _ pp2M-msp | Mo o (Vi) s
V(X)_M M m+mzi=1Ni N;i n;

dimana

1 —~ 2
sp = — 2z (X, — X)?

m-—1

2 __1 gmy = )2
Si =5 (i — %)

X, = N;x, merupakan penaksir total dari kelompok ke-i, fizﬁ

ni
. 2 1 P
merupakan rata-rata sampel dari subsampel n;, dan X = =Y, X; merupakan
m

rata-rata sampel dari X,,i = 1,2,..,m.
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Seperti telah diketahui bahwa s? merupakan varians dari x;; dalam
kelompok utama dari psu ke-i. Karena n; adalah sampel acak dari N; dan X;
adalah rata-rata sampel dari n;, maka dapat diketahui bahwa s? adalah penaksir
tak bias dari S dan dinyatakan sebagai berikut:

E(sf) = St
Varians antar psu (kelompok) dinotasikan dengan sZ, namun untuk s? ternyata

bukan merupakan penaksir tak bias dari SZ. Hal ini dapat dilihat pada pembahasan

dibawah ini.

1 (N;-n;) S}
E(sp) = Sy + 3 Rima Nf ==+

Sebagaimana yang telah dikemukakan sebelumnya bahwa Ej(siz) = S?,

namun E;(s2) # SZ, sehingga hal tersebut mengakibatkan SZ tidak dapat ditaksir

berdasarkan sampelnya yaitu s2. sZ didefinisikan sebagai berikut:

= iym (7,-5) (39)

X2 - (5) (3.10)
Selanjutnya menentukan nilai ekspektasi dari persamaan (3.10), diperoleh:
o\ 2
-1 1 PN X
E(5rst) = £ (5 Gz 82)) - £ (5)
1 5 E(X?
= E; (; ?ilEj(Xiz)) -

M?2
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= om B, (%) - 5
E(%2s2) = Ly g(x7) - 2D
Selanjutnya adalah menentukan E;(X?) dan E(X?). Penentuan E;(X?) dan
E(X?) dapat dilakukan dengan menggunakan perumusan umum dari varians,
yaitu:
E(x —X)? =E(x?) — X?
E(x?) = E(x — X)? + X?
Dengan menggunakan perumusan umum tersebut di atas, E]()?f) dapat
dinyatakan dalam bentuk berikut ini.
Xi =X - X, +X;
R2 = (%, - X,)" + X2 +2(8 — X)X,
Pada ekspektasi bersyarat E; sepanjang j dengan i dianggap konstan, akan
diperoleh
E(%2) = E{(8; — X))" + E;(X2) + 0
Ej(X7) = vi(X:) + X7
Namun V;(X;) tersebut merupakan varians untuk X; pada kondisi sampling

acak sederhana ketika i diasumsikan telah ditetapkan dan X; konstan ketika

diasumsikan nilai i telah ditetapkan. Oleh karena itu,

Nizmidl | xe
N; ny

E;(XF) = N
Selanjutnya menentukan E(X?) analog dengan E;(X?), akan diperoleh:
X =X-X+X
R2=(R-X) +X2 42X - X)X (3.11)
Selanjutnya menentukan ekspektasi pada kedua ruas persamaan (3.11) diperoleh
EX?2 =E(R—X)" +EX*+0
=V(X) + X2

Sg MM ‘Siz )(2
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Sehingga, pada akhirnya diperoleh bahwa

(i) -t (2 0)

—(%)Z[M(M— m) 2 b 4 M LN — _+X2]

=—A+-3M X2 - ()[M(M m) 2 b 4 M “A+X?

XZ) M-m S}

= (1-n)a+ (Gt -5

-5(1-2)a+ (20) 252

m-1 - _ 1 /m-1
E("0s) =n(r) A+ 7St (3.12)
dengan A = X}, N2 =0 _"‘fl

Selanjutnya dengan mengeluarkan ( - ) dari kedua ruas pada persamaan (3.12),

akan diperoleh:
2 1 2
E(Sb) = _MA + Sb

E(sf) =SB+~ XM, N2E™ mi St (3.13)

Ny m

Pembahasan selanjutnya yaitu mengenai pembuktian yang akan
menunjukkan bahwa (X ) merupakan penaksir yang tak bias dari V(X ). Seperti
telah diketahui, bahwa V(X ) harus merupakan penaksir tak bias dari V(X),
dengan kata lain harus memenuhi ketentuan berikut:

E[V(X)] =v(X) (3.14)

Pada pembahasan sebelumnya telah diketahui bahwa perumusan penaksir
dari V(X). Pada perumusan sebelumnya, penjumlahan bentuk kedua pada ruas
kanan dijumlahkan sepanjang m bukan sepanjang M. Sebagaimana telah diketahui
bahwa s? merupakan penaksir tak bias dari S?, namun s? bukan merupakan
penaksir tak bias dari SZ. Oleh karena itu, penaksir dari V(X) tidak dapat
diperoleh secara langsung dengan cara mengganti notasi-notasi dari S dan S?

dengan notasi-notasi s? dan s?. Walaupun demikian, sebagaimana telah
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dikemukakan bahwa 7 (X) merupakan penaksir tak bias untuk V(X). Oleh karena
itu, harus dibuktikan bahwa E (7(X)) = v (X).

Ekspektasi dari V()? ) harus dipandang dalam dua tahapan yaitu ekspektasi
yang berkaitan dengan tahapan pertama sampling dan ekspektasi bersyarat yang
berkaitan dengan tahapan kedua sampling, dengan menganggap tahapan pertama

psu konstan.

E(V(%)) =M - m)%sg) + 2B [ (B NN, — ni):l—i)] (3.15)
dengan E; merupakan ekspektasi bersyarat sepanjang j dan menganggap psu ke-i
konstan.

Untuk mempermudah pembuktian, ruas kanan persamaan (3.15) dibagi
menjadi dua bagian, yaitu bagian | dan bagian Il. Pertama-tama substitusikan
persamaan sebelumnya pada bagian | ruas kanan persamaan (3.15), sehingga

bagian I ruas kanan persamaan (3.15) menjadi:
MM —m) L E(s) = MM = m) 253 + (M = m) L2, N (N, = ) &
(3.16)
Selanjutnya menentukan ekspektasi bersyarat dari sepanjang j dengan i
dianggap konstan, dan kemudian ambil ekspektasi sepanjang i dari bagian Il ruas
kanan persamaan (3.15). Karena pemilihan ssu berasal dari sampel acak
sederhana, dengan i dianggap konstan, maka Ej(siz) ekuivalen dengan penentuan
ekspektasi untuk kasus sampel acak sederhana. Oleh karena itu, diketahui bahwa
E;(s?) = S7, sehingga bagian Il ruas kanan dari persamaan (3.15) menjadi :

M Z M1 s?
o Ei [Ej ( iz1 N;(N; — ;) ;—l)] = M 5 ity Ni(N; = ny) o

M

m

2 &
BB Sy NV = n) )| = T, N =) 2 (3.17)

Selanjutnya, dengan mensubstitusikan persamaan (3.16) dan persamaan (3.17)

pada persamaan (3.15), akan diperoleh:

e s2 1 st st
E[V(X)] =MM -m)=2+ (M —m) %L, Ni(N; —n) -t YL Ny (N —n)

S22 M s?
=MM —m)2+ -3l Ni(N; — )
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E[7(9)] = VD)

Hal ini menunjukan bahwa 7(X) adalah penaksir tak bias dari V(X).

Sama halnya dengan simple cluster sampling, varians dari three-satge
cluster sampling juga dibentuk dari dua komponen varians, yaitu varians diantara
psu (S2) dan varians dalam psu (S?). Oleh karena itu, penaksir V(X ) three-stage
cluster sampling dapat diperoleh dengan menggunakan penaksir-penaksir dari S2,
S# dan Slzj Berdasarkan penjelasan di atas, maka penaksir V(X ) pada three-stage

sampling dirumuskan sebagai berikut:

506 L-1sE | Lol ,,2Mi-Ms?  LaiMiom a2 Nij—nij S I.]
P(8) =12 g oyt MOy Dyt Migm 2 TU- T 2
() L l+lzl oM m+lzlmz

Nij  myj
=%2w - X)?
1 Zml(A f)z
T mm1s T X
2 _ 1 ‘I’Lij = 2
S = 2 (Kijk = %ij)
dimana,

x;j = merupakan sampel dari kelompok ke-k yang berada pada kelompok ke-j

dan berada dalam kelompok ke-i

= 1 n;j . N B
Xij = ;Zk”xijk merupakan rata-rata sampel dari x;5,i=12,..,0;j =
t

1,2,,...,mdank =12,..,n;

Xii= Nij Z xl]k NUxU merupakan penaksir tak bias total dari kelompok ke-j
ij

J n;

yang berada dalam kelompok ke-i

X; = % YT Xi= M,X; merupakan penaksir tak bias total dari kelompok ke-i

D

= % >} X; merupakan rata-rata sampel dari X;,i = 1,2, ...,

<
11

27‘)? merupakan rata-rata sampel dari Xl],l =12,..,ldanj =

3|~

=
N

., M
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Seperti telah diketahui bahwa s? merupakan varians dari x;; dalam
kelompok utama dari psu ke-i dan sizj merupakan varians dari x;;, dalam
kelompok dari psu ke-j yang berada dalam kelompok ke-i. Karena m; adalah
sampel acak dari M; dan X; adalah rata-rata sampel dari m; dan n;; adalah sampel
acak dari N;; dan J=Eij adalah rata- rata sampel dari n;;, maka dapat diketahui
bahwa s/ dan sf; adalah penaksir tak bias dari S7 dan S7 dinyatakan sebagai
berikut:

E(sf) = S}

E(sf) = Sh
Varians antar psu (kelompok) dinotasikan dengan sZ, namun untuk s ternyata
bukan merupakan penaksir tak bias dari SZ sama halnya pada simple cluster

sampling. Hal ini dapat dilihat pada pembahasan dibawabh ini.

(M-m) s}

E(sp) = Sf + ; Shoy M 70k

Seperti telah diketahui, bahwa V(X ) harus merupakan penaksir tak bias
dari V(X ), dengan kata lain harus memenuhi ketentuan berikut:

E[V(£)] = V(%)

Pada pembahasan sebelumnya telah diketahui bahwa perumusan penaksir
dari V(X). Pada perumusan sebelumnya, penjumlahan bentuk kedua dan ketiga
pada ruas kanan dijumlahkan sepanjang | dan m bukan sepanjang L dan M.
Sebagaimana telah diketahui bahwa s? merupakan penaksir tak bias dari S7, s7;
merupakan penaksir tak bias dari Sizjnamun s bukan merupakan penaksir tak bias
dari SZ. Oleh karena itu, penaksir dari V(X) tidak dapat diperoleh secara langsung
dengan cara mengganti notasi-notasi dari SZ, S? dan Sizj dengan notasi-notasi s?,
sf dan sf;.

Ekspektasi dari V()? ) harus dipandang dalam tiga tahapan yaitu ekspektasi
yang berkaitan dengan tahapan pertama sampling, ekspektasi bersyarat yang

berkaitan dengan tahapan kedua sampling dan ekspektasi bersyarat yang berkaitan
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dengan tahapan ketiga sampling dengan menganggap tahapan pertama psu
konstan.

E (V(}?)) =L(L-10) E(fg) +2E; [Ej (ZﬁM? MT"T‘g)] (3.18)

L M; Nijj—ngj S;
w5 [ (st e ) |

Dengan E; merupakan ekspektasi bersyarat sepanjang k, E; merupakan ekspektasi
bersyarat sepanjang j dan menganggap psu ke-i konstan.

Untuk mempermudah pembuktian, ruas kanan persamaan (3.18) dibagi
menjadi tiga bagian, yaitu bagian I, 1l dan bagian Ill. Pertama-tama substitusikan
persamaan sebelumnya pada bagian | ruas kanan persamaan (3.18), sehingga

bagian | ruas kanan persamaan (3.18) menjadi:

1)5

LL—DIEGsH) =LUL—DISE+ (L - DIxk, Mz HmD - (319)

Selanjutnya menentukan ekspektasi bersyarat dari sepanjang j dengan i
dianggap konstan, dan kemudian ambil ekspektasi sepanjang i dari bagian Il ruas
kanan persamaan (3.37). Karena pemilihan ssu berasal dari sampel acak
sederhana, dengan i dianggap konstan, maka Ej(siz) ekuivalen dengan penentuan
ekspektasi untuk kasus sampel acak sederhana. Oleh karena itu, diketahui bahwa

E;(s}) = S7, sehingga bagian Il ruas kanan dari persamaan (3.18) menjadi :
L _\ st L,1 — sf
CE B (St (M -y D) = 11 Sk MM - ) L
B [E; (Zim (v, - ) L)| = Bh, M - )T (3.19)
Selanjutnya menentukan ekspektasi bersyarat dari sepanjang k dengan i, |
dianggap konstan, dan kemudian ambil ekspektasi sepanjang i dari bagian 111 ruas
kanan persamaan (3.18). Karena pemilihan ssu berasal dari sampel acak
sederhana, dengan i dianggap konstan, maka Ej (55) ekuivalen dengan penentuan

ekspektasi untuk kasus sampel acak sederhana. Oleh karena itu, diketahui bahwa

Ek(s”) SU, sehingga bagian 11l ruas kanan dari persamaan (3.18) menjadi :

2
L lMl m 2 NJ nij s U LMl 2 Nyj—ny; Sij

nq N myj
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Selanjutnya, dengan mensubstitusikan persamaan (3.18) dan persamaan (3.19)

pada persamaan (3.18), akan diperoleh:

V(X 1 1 Mi-m;) S} _\ S?
E[P(£)] =LL-DIsZ+ (L - l);ZiLﬂMl-Z%E& Sk My(M; — ) L

L Mi s a2 Nij=nij S5
Z — X Njj ro—
s?
= L(L — )7 SE + T3k, My(M; —my) l+ Ly My g M
ij ij

E7(9)] = v(8)

Hal ini menunjukan bahwa V(X)) adalah penaksir tak bias dari V(X).

Sama halnya dengan simple cluster sampling dan three-stage cluster
sampling, varians dari four-stage cluster sampling juga dibentuk dari dua
komponen varians, yaitu varians diantara psu (SZ) dan varians dalam psu (S?).
Oleh karena itu, penaksir V(X) four-stage cluster sampling dapat diperoleh
dengan menggunakan penaksir-penaksir dari SZ, S?, Sizj dan Sizjk. Berdasarkan
penjelasan di atas, maka penaksir V(X ) pada four-stage sampling dirumuskan

sebagai berikut:

f)’(}?) TZT tSb_I_ ZtL 2Ll 1 + Ztlel MZ M;j—-m;; sizj

Mg myj

2
ZtLtZl Mu Zmu 2 Nij=nijk Sije
l]k

Nijk  Nijk

dimana,

2 1 vitfo )2

s = 2% - X)

2 _ 1 5i(yp A

st =755 (% - %)

1 m NG

2 _ i _ v

Slj - mij_lzk (Xl]k Xl])

2 _ 1 nl]k = 2
Siik = Zr (xljkr xl}k)

Keterangan :
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Xijkr = banyaknya sampel dari kelompok ke-r pada kelompok ke-k yang
berapada dalam kelompok ke-j yang berada dalam kelompok ke-i

= 1 n;j " . .
Xijk = ijzr”k Xijr Merupakan rata-rata sampel dari X, i = 1,2,..,t;j =

12, k=12 ..,mjdanr = 1,2, ...,

Xijk = :Z—J’::Zf”k Xijkr = NijiXij merupakan penaksir tak bias total dari
kelompok ke-k pada kelompok ke-j yang berada pada kelompok ke-i

)?l-j = %2:1” Xijx merupakan rata-rata sampel dari Xij, i =12, .., tj =
ij

1,2,...ldank = 12,..,m;

1y

A~

Xi= Z—Zzzif)?ijk = M;;X;; merupakan penaksir tak bias total kelompok ke-j

yang berada pada kelompok ke-i

>

;= %ZE)?U merupakan rata-rata sampel dari X;;,i = 1,2,...,t danj = 1,2, ..., [

;= %ZE)?U = Li)%l merupakan penaksir tak bias total dari kelompok ke-i

>

Seperti telah diketahui bahwa s? merupakan varians dari x;; dalam

2
i

merupakan varians dari x;;,, dalam kelompok dari psu ke-k pada kelompok ke-j

kelompok utama dari psu ke-i, s;; merupakan varians dari x;; dan Siij
yang berada dalam kelompok ke-i. Karena [ adalah sampel acak dari L; dan ¥;

adalah rata-rata sampel dari [, m;; adalah sampel acak dari M;; dan J=fl-j adalah

rata-rata sampel dari m;; dan n;;, adalah sampel acak dari N;j;, dan a%ijk adalah
rata- rata sampel dari n;;,, maka dapat diketahui bahwa s?, s/; dan s, adalah
penaksir tak bias dari S7, S7; dan S, dinyatakan sebagai berikut:
E(sf) = St
E(sf) = SE
E(Sizjk) = Sizjk
Varians antar psu (kelompok) dinotasikan dengan s2, namun untuk s ternyata

bukan merupakan penaksir tak bias dari SZ sama halnya pada simple cluster
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sampling dan three-stage cluster sampling. Hal ini dapat dilihat pada pembahasan
dibawah ini.

(Li-Dsf
E(sf) = S + Z L LT

Seperti telah diketahui, bahwa V(X ) harus merupakan penaksir tak bias

dari V(X ), dengan kata lain harus memenuhi ketentuan berikut:
E[7(2)] = V(%)

Pada pembahasan sebelumnya telah diketahui bahwa perumusan penaksir
dari V(X). Pada perumusan sebelumnya, penjumlahan bentuk kedua, ketiga dan
keempat pada ruas kanan dijumlahkan sepanjang |, m dan n bukan sepanjang L, M
dan N. Sebagaimana telah diketahui bahwa s? merupakan penaksir tak bias dari

S?, s’; merupakan penaksir tak bias dari S7;, s, merupakan penaksir tak bias dari
S%x namun s; bukan merupakan penaksir tak bias dari S;. Oleh karena itu,

penaksir dari V(X) tidak dapat diperoleh secara langsung dengan cara mengganti

notasi-notasi dari SZ, S, 52 dan Suk dengan notasi-notasi sz, s? s dan Sl]k

Ekspektasi dari V(X) harus dipandang dalam empat tahapan yaitu
ekspektasi yang berkaitan dengan tahapan pertama sampling, ekspektasi bersyarat
yang berkaitan dengan tahapan kedua sampling, ekspektasi bersyarat yang
berkaitan dengan tahapan ketiga sampling dan ekspektasi bersyarat yang berkaitan
dengan tahapan keempat sampling dengan menganggap tahapan pertama psu
konstan.

V(X) TZT tsb_l_ Zt 2Ll l_l_ Ztlel 2 Mij—m; Si2j

l
J My  my;

Zt L; Zl Mu Zm” 2 Nij=niji Shik
”k Nij  mijk

E(0(R)) =1 -0 2 1+ LE, |5 (st Li(L - D)D)

+§Ei [Ek(zthzl My (M3 - m”)’%)]l

T L; Mij om; Si
+-E; Elek[E Zt Zl ]2 " Nijie(Nijie — "l]k) jk ]”
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(3.20)

Dengan E, merupakan ekspektasi bersyarat sepanjang r, E; merupakan ekspektasi

bersyarat sepanjang k, E; merupakan ekspektasi bersyarat sepanjang j dan
menganggap psu ke-i konstan.

Untuk mempermudah pembuktian, ruas kanan persamaan (3.20) dibagi

menjadi empat bagian, yaitu bagian I, Il, 1ll dan bagian IV. Pertama-tama

substitusikan persamaan sebelumnya pada bagian I ruas kanan persamaan (3.20),

sehingga bagian | ruas kanan persamaan (3.20) menjadi:
T(T - E(D) =TT = OLF+T(T - DT, L(L - D% (@2Y)
Selanjutnya menentukan ekspektasi bersyarat dari sepanjang j dengan i
dianggap konstan, dan kemudian ambil ekspektasi sepanjang i dari bagian Il ruas
kanan persamaan (3.20). Karena pemilihan ssu berasal dari sampel acak
sederhana, dengan i dianggap konstan, maka E; (s?) ekuivalen dengan penentuan
ekspektasi untuk kasus sampel acak sederhana. Oleh karena itu, diketahui bahwa

Ej(siz) = S7, sehingga bagian 11 ruas kanan dari persamaan (3.20) menjadi :

2 2
%Ei [Ej (ZfLi U 7)575)] =t %Zz;lLi(Li - l—)sjf

t
R[5 (S (- D) =L L DT (3:22)

Selanjutnya menentukan ekspektasi bersyarat dari sepanjang k dengan i, j
dianggap konstan, dan kemudian ambil ekspektasi sepanjang i dari bagian Il ruas
kanan persamaan (3.20). Karena pemilihan ssu berasal dari sampel acak
sederhana, dengan i dianggap konstan, maka Ej (sf]) ekuivalen dengan penentuan
ekspektasi untuk kasus sampel acak sederhana. Oleh karena itu, diketahui bahwa
Ey(s?) = S#, sehingga bagian 111 ruas kanan dari persamaan (3.20) menjadi :
~E; lEj [Ek (25%25 My;(My; — my;) ;—2])” = X7y My (M — mif),i—iz

Selanjutnya menentukan ekspektasi bersyarat dari sepanjang r dengan i, j,k
dianggap konstan, dan kemudian ambil ekspektasi sepanjang i dari bagian IV ruas
kanan persamaan (3.20). Karena pemilihan ssu berasal dari sampel acak

sederhana, dengan i dianggap konstan, maka E,.(s?,) ekuivalen dengan
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penentuan ekspektasi untuk kasus sampel acak sederhana. Oleh karena itu,
diketahui bahwa E. (Sl]k) Sl]k, sehingga bagian 1V ruas kanan dari persamaan

(3.20) menjadi :

T
o b

Li T Mij ij Si
E]-IEk[Er IAEDY ij,zk]Nijk(Nuk "uk) }k ]”

LiwL; M ik
ZT LZl UZkUNL]k(Ni]k nljk) l]

Selanjutnya, dengan mensubstitusikan persamaan (3.21) dan persamaan (3.22)

pada persamaan (3.20), akan diperoleh:
E[(R)] =TT — )7 SE+T(T — )7 X1, L; (L — D%Jr YT Li(L; - D?
+ %2?%2?" M;;(M;; — my;) :l_fl]
ZT L ZL‘ =2y Zk Y Nijre(Nijye — nl]k) S
=TT - ) 252+ 1k, Li(L - )L+ %2?%251’ Mi;(Mi; — mij),i—lzj

ZT L ZL‘ =2y Zk Y Nijre(Nijye — nl]k) S
E[V(X)] =v()

Hal ini menunjukan bahwa 7 (X) adalah penaksir tak bias dari V(X).

Sebelumnya telah didapat rumusan penaksir V()?) dari simple cluster
sampling, three-stage cluster sampling dan four-stage cluster sampling. Untuk
rumusan penaksir V(X) dari multistage random sampling dapat dilihat dari
langkah-langkah yang sama dengan simple cluster sampling, three-stage cluster
sampling dan four-stage cluster sampling juga. Varians dari multistage random
sampling juga dibentuk dari dua komponen varians, yaitu varians diantara psu
(S2) dan varians dalam psu (S?). Oleh karena itu, penaksir V(X ) multistage
random sampling dapat diperoleh dengan menggunakan penaksir-penaksir dari

Sz, SZ, Sg,suk, SEJ .
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