BAB V

DUALITAS RUANG ORLICZ

Karena ketaksamaan Holder yang telah dipelajari pada bab sebelumnya,
Untuk sembarang h € Lg-, kita dapat mendefinisikan suatu fungsional linear
kontinu ¢, yang memetakan Ly kedalam R. Oleh sebab itu, secara langsung dapat
diperoleh suatu pemetaan T yang memetakan Lg- kedalam M, dengan T'(h) = #},.
Pada bab ini, akan diperlihatkan bahwa pemetaan T adalah suatu isomorfisma.

Sehingga My = Lg-.

5.1 Dualitas Ruang Orlicz

Untuk sembarang h € Lg-, didefinisikan fungsi €5,: Lg — R dimana

2,() ==fhf du, fE€ L. (5.1.1)

Berdasarkan ketaksamaan Holder

[n ()] < 2l[Rllg-1Ifllg < co.

Karenanya ¢, adalah fungsional linier kontinu pada Lg.

Lema5.1.1
Misalkan h fungsi terukur.

a) Jika hf € L, untuk semua f € Ly, maka h € Ly-.
b) Misalkan 6 finite. Jika hf € L, untuk semua f € Mg, maka h € Lg-.

Bukti.
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a) Misalkan h suatu fungsi terukur sedemikian sehingga hf € L; untuk semua
f € Lg. definisikan h, = |h| An. Karena u ukuran o-hingga terdapat barisan

naik berukuran hingga {X}r~, sedemikian sehingga X = Uy~ Xi. Definisikan

X

s (D)= | xeghaf di= [ haf dn
Xk

Untuk setiap f € Lyg.

Karena, h, <n, maka terdapat r sedemikian sehingga rh, <rn <
supdom(6), akibatnya [ 6" (xx,rhy) du < 0% (rhy)u(Xy) < o, maka

Xx,,hn € Lg. Berdasarkan ketaksamaan Holder,

[k (H)] < 2||Xthn||9*||f||9, menunjukkan #,, ;. fungsional linear kontinu pada

Lg, dan untuk semuan,k = 1,

[6,:(F)] < f Xl F1 dp < f II1f] du = ACF) < oo,

X

Sehingga limy, ;. €k (f) ada untuk setiap f. Berdasarkan teorema Banach-
Saks-Steinhaus, keluarga {{’n,k(f)} terbatas seragam. Dengan kata lain terdapat

M > 0 sedemikian sehingga
[nilly < M
untuk semua n, k.

Dilain pihak, Karena h, dan f terukur pada X, maka ka h,.f du suatu

ukuran, sehingga ketika k — oo, £, .. (f) — fX h,f du. Karena ketika n — oo,

h, = h titik demi titik, berdasarkan teorema kekonvergenan monoton

[, hof du— [, hf dp.Sehingga,
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lim i) = Jim [ hof du= [ b du
Xk

n,k—oo
X

Sehingga

Ihlg: = sup fhf duf € Lo lIflls < 1
X

= sup{ lim £,,() |f € Lo, Ifllo < 1}

< sup{M||fllg | f € Lo, |Ifllg < 1}
=M < oo,

Berdasarkan proposisi 4.1.17, ||h||g= < |h|g+ < 0. Sehingga h € Ly-.

b) bukti b) serupa dengan a), cukup dengan menukar |h|g- dengan Ng-(h).

Lema5.1.3

Ruang By N My padat dalam M.

Bukti. Untuk kasus dom(0) & R, My = {0}. B,, N My = M, padat dalam M.

Misalkan dom(6) = R dan f sembarang anggota My. Untuk setiap n > 1,
didefinisikan f,, := (—m)V(fAn). f,, € Bx N My. Jelas lim,,_,., f,, = f titik demi
titik. Untuk setiap n, misalkan 4,, := {x € X||f(x)| > n}, diperoleh || f — f,lle =
[If Xa |l ,- Untuk setiap a > 0, af x4, konvergen ke 0 titik demi demi titik ketika

n — oo. Oleh sebab itu 6(afx,,) konvergen titik demi titik ke 6(0) = 0 ketika

n — oo, Karena H(af)(An) terdominasi oleh 6(f), berdasarkan Teorema

kekonvergenan terdominasi Lebesgue

lim H(af)(An) du = 0.

n—-oo
X
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Berdasarkan Lema 4.1.9, || f — fullo = ||fxa,l|, = 0. Terbukti.

Lemab.1.4

Jika dom(6) = R dan u(X) < oo maka dual M, dari Mg isomorfik dengan Lg-.
Yaitu

My = Lg-.

Bukti. Akan dibuktikan untuk setiap ¢ € M, terdapat h € Lg- tungggal

sedemikian sehingga £ = ¥;,.

Untuk semua h € Ly-, £;, yang didefinisikan pada (5.1.1) adalah fungsional linear

kontinu. Selanjutnya akan dibutktikan pemetaan yang memetakan
Lo- — My
dimana
h— ¥,
adalah pemetaan pada (onto).

Definisikan v(E) := £(xg), E € Z. Karena X ukuran o-hingga, misalkan E,, E,, -+
himpunan-himpunan terukur disjoin sedemikian sehingga E = Uy~ Ex. Karena

U(E) = Yp=q u(Ey) < oo, maka lim,, o Yp=ni1 L(Ex) = 0, konsekuensinya

n co
fim = 2 | = Jim | D e,
k=1 2] k=n+1 0
= lim |inf{b >0 Je(@)dus1
n—-o0o
X

= lim infb>0f Z fdu£1
n—->00
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1 [0/0)
— lim |inf{b > 0 f9(5> 2 w(E) <1
n—->0o
X
= 0.

Karena £ kontinu dan linear pada My, maka

o

e(xp) = ¢ (Zx5k> = Z (xz,)

k=1
atau

o)

v(E) = Z v(xs,)- (5.1.5)

k=1
Untuk menunjukkan v ukuran bertanda (signed measure), akan ditunjukkan ruas

kanan persamaan (5.1.5) konvergen mutlak. Definisikan c; = sgn ({’()(Ek)) dan

c = sgn({’()(E)), maka

n (o]
711_{?0 CXE — Z CkXEL|| = 7111_{130 Z CkXEy
k=1 0 k=n+1 2]
oen41 C
= lim [inf{bh > 0 J9<M>dus1
n—-oo b
X
T : Ck
—7111_1)12o 1nfb>0f z f@(g)duﬁl
| X k=n+1 Ex
1 [ee]
= lim |inf<b >0 19<E> z u(Ey) <1
" | X k=n+1

Menunjukkan bahwa

ct(xg) =€(cxg) =71 (Z Ck)(Ek> = Z Ck{)(XEk)
k=1
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atau

(Bl = ) [v(xs,)
k=1

konvergen. Sehingga v ukuran bertanda. Perhatikan bahwa, jika E € ¥ dengan
u(E) =0, maka yp merepresentasikan fungsi nol p-a.e pada X, sehingga
v(E) = €(xg) = 0. Akibatnya v kontinu mutlak. Berdasarkan teorema Radon-
Nikodym, terdapat fungsi h yang terintegralkan pada X sedemikian sehingga

0e) = v(E) = f hdy.
E

Akibatnya untuk sembarang fungsi simpel s € My,

£(s) = j hs du.

Oleh sebab itu, jika f € By N Mg maka

o) = [ nf du

Misalkan  fy =0V f,fo =0V (=f) N = Xxexineo=op,  dan  n_:=
X{xex|n(x)<o}, S€hingga untuk semua f € My,

¢(f) = (fims) + €(fin) — £(fon) — £(fono), (5.1.6)

dimana f,n., fin_, f-n4, f-n_ adalah fungsi-fungsi nonnegatif. Padahal, Untuk
semua f =>0,f € My, berdasarkan konsekuensi Teorema kekonvergenan
terdominasi (lihat bukti Lema 5.1.3), lim,_.(f An) = f. Karena ¢ kontinu,

lim,_,, £(f An) = £(f). Berdasarkan Teorema kekonvergenan monoton,

lim f (f An)h du = f fhdu
n—-oo
{xex|n(x)=0} {xeXx|h(x)=0}
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dan

lim f (f An)h du = f fhdpu,
n—-00
{xex|h(x)<o0} {xex|h(x)<o0}

akibatnya

7li_r)glof(f/\n)h d,u=ffhdu.

Berdasarkan hasil ini dan persamaan (5.1.6), diperoleh

¢ = |

untuk semua f € My. Berdasarkan Lema 5.1.2 b), h € Lg-. Terbukti.

Proposisi 5.1.7

Jika dom(6) = R, maka dual My dari My isomorfik dengan Lg-. Yaitu

Bukti. Cukup dibuktikan untuk kasus u(X) = oo.

Untuk semua h € Ly, €5, yang didefinisikan pada (5.1.1) adalah fungsional linear
kontinu. Seperti pada bukti Lema 5.1.4, akan dibutktikan pemetaan yang

memetakan
Lg- — My
dimana
h— ¥,

adalah pemetaan pada (onto).
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Misalkan {X,},—, adalah barisan naik dari himpunan-himpunan terukur
hingga dimana X = U, X,,. Misalkan ¢ € My, berdasarkan Lema 5.1.4, untuk
setiap n terdapat h,, € Ly sedemikian sehingga h,, = 0 pada X — X,, dan

€)= [ haf da,
X
dimana f = 0 pada X — X,,. Karena h,, tunggal untuk setiap n, maka h,,; = h,
pada X,,. Definisikan h(x) = h,,(x) jika x € X,,, sehingga h,, — h titik demi titik

pada X. Berdasarkan Teorema kekonvergenan monoton, untuk setiap g € My

dengan ||glle < 1 berlaku

i [ o v Olgnl dit = [ Gev 01l du
X X
dan
m[(—hnvongnl du = j(—hv0)|g|du,
X X

dimana g,, = g pada X,, dan g, = 0 pada X — X,,.

Akibatnya

i [ hlgal du = [ kgl g
X X

Karena ¢ fungsional linear terbatas, maka

[ tlglan = lim [ halgal du < limliellgallo < limlielilglly < lel,
X X

akibatnya

No+(h) < |I£]] < oo.
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Berdasarkan  (4.1.20), Ng-(h) = ||h]lg=. Oleh sebab itu, ||h|lg < oo,

menunjukkan h € Lg-.

Definisikan f,, = f pada X,, dan f, = 0 pada X — X,,, berdasarkan ketaksamaan
Holder, hf terintegralkan pada X, dan |hf,| < |hf| pu-a.e pada X. Berdasarkan

Teorema kekonvergenan terdominasi Lebesgue,

lim f hf, du = f hf du (5.1.8)
n—-oo
X b'e

Dilain pihak, f, — f titik demi titik pada X. Ambil sembarang a > 0, maka
0(a(f, —f)) —» 0 titik demi titik p-ae pada X. Berdasarkan Teorema

kekonvergenan monoton,

lim [ 6(atfu— 1)) du =0 (5.1.9)
X

Berdasarkan Lema 4.1.9, ||, — fll¢ = 0. Karena ¢ kontinu, maka
lim 2(f,) = 2(f). (5.1.10)
n—-oo

Padahal, untuk setiap n
€)= | hafudie= [ nfy de
Xn X

Berdasarkan (5.1.8) dan (5.1.10), £(f) = [, hf du. Terbukti.



