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PEMBAHASAN

3.1 FUNGSI PADA RUANG LINIER BERNORM
3.1.1 Sifat-sifat Ruang Linier Bernorm

Pada pembahasan sebelumnya, telah dijelaskan bahwa suatu himpunan
dikatakan kompak jika himpunan tersebut memiliki subkover berhingga. Cara lain
untuk membuktikan bahwa suatu himpunan merupakan himpunan kompak adalah
dengan menggunakan Teorema Heine-Borel, dimana cukup menunjukkan bahwa
himpunan tersebut tertutup dan terbatas. Sebelum itu, terlebih dahulu akan

dijelaskan tentang Teorema Bolzano Weierstrass.

Teorema 3.1.1.1 (Teorema Bolzano Weierstrass)
Setiap himpunan tak berhingga yang terbatas pada R™ memiliki titik limit.

Bukti:
Ambil sebarang himpunan tak berhingga S € R". Perhatikan bahwa S terbatas
pada R", maka terdapat interval tutup

L = {x=(x1,%,",%,) ER": q; < x; < b;,untuk setiapi = 1,2,-:-,n}
sedemikian sehingga S € I;. Perhatikan bahwa S himpunan tak berhingga, maka

snl,

adalah himpunan tak berhingga, sehingga I; memuat tak berhingga elemen dari S.
Kemudian bagi interval I; menjadi I, dimana untuk setiap i = 1,2,--,n, interval

[a;, b;] dibagi menjadi interval

[ a; + bl]
a;, > .

Dengan demikian, didapat interval
a; + bi

L= {x: (x1, %2, %) ER" : @; < x; <

,untuk setiap i = 1,2, ,n}

Perhatikan bahwa S himpunan tak berhingga, maka
SN,
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juga merupakan himpunan tak berhingga, sehingga I, memuat tak berhingga
elemen dari S. Kemudian, interval I, dibagi kembali menjadi interval I3, dimana
untuk setiap i = 1,2, -+, n, interval

[ a; + bl]
a;, ) .

dibagi menjadi
a; + b;
=
Akibatnya, dengan argumen yang sama seperti sebelumnya, didapat bahwa
SN,

adalah himpunan tak berhingga, sehingga I memuat tak berhingga elemen dari S.
Kemudian interval I35 dibagi menjadi dua bagian kembali, dan proses dilanjutkan
sama seperti sebelumnya, sehingga akan didapat interval tersarang

.. 8. .
Berdasarkan Teorema Interval Tersarang, terdapat titik e yang berada pada semua
interval tersarang I,,. Kemudian notasikan

I(l) = sup{b, —a; : i =1,2,:++,n},

adalah panjang dari interval I;. Perhatikan bahwa interval [, didapat dari
membagi dua elemen I,_;, untuk setiap interval, maka didapat bahwa panjang

interval I, adalah

1(1) = = 102,
Misalkan V, (a) sebarang persekitaran dari e. Berdasarkan prinsip Archimedes,
terdapat bilangan bulat positif n; sedemikian sehingga I,, € V.(a). Perhatikan
bahwa I,,, memuat tak berhingga elemen dari S. Jadi V, () memuat satu titik dari

S yang berbeda dengan a, maka S memiliki titik limit, yaitu a. o

Sebagai contoh, berdasarkan teorema diatas, dapat ditunjukkan bahwa setiap

barisan terbatas pada R™ memiliki subbarisan yang konvergen.
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Teorema 3.1.1.2

Setiap barisan terbatas pada R™ memiliki subbarisan yang konvergen.

Bukti:

Misal X = (x,,) barisan terbatas pada R", maka berdasarkan Teorema Bolzano-
Weierstrass 3.1.1.1, terdapat titik limit, katakanlah x. Ambil sebarang ¢ > 0.
Misal x,,, elemen dari X sedemikian sehingga

|0, — x| < &
Misalkan persekitaran Ve = {y sy — x|l < %s} Perhatikan bahwa x adalah titik
2
limit dari himpunan S; = {x,, : m = 1}, maka x juga titik limit dari himpunan

S; ={xy : m = ny}. Akibatnya terdapat elemen x,, dari S;, dimana n, > n;

yang termuat pada Ve. Selanjutnya, misalkan persekitaran Ve = {y: ly —x|| <
2 3

%s} dan S; = {x,, : m = n,}. Dengan argumen yang sama, maka terdapat elemen
x,, dari S3, dimana ng > n, yang termuat pada V§' Berdasarkan hal tersebut, akan

didapatkan subbarisan

Xl - (xnl,an: ...)
dari X dengan

&
s, -l <

Jadi, subbarisan X' konvergen. e

Teorema 3.1.1.3 (Teorema Heine Borel)

Himpunan K € R" kompak jika dan hanya jika K terbatas dan tertutup.

Bukti:
Pertama akan dibuktikan, jika K kompak pada R?, maka K tertutup. Misalkan

x € C(K) dan untuk setiap m € N, misalkan G,, himpunan yang didefinisikan

1
G =lyeRrr: ly— _}.
m {y Iy x||>m
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Akibatnya, untuk setiap m € N, G,, buka pada RP. Selain itu, gabungan semua
himpunan G,,, m € N, terdiri dari semua titik dari R” kecuali x. Perhatikan bahwa
x ¢ K, sehingga setiap titik di K pasti berada pada suatu himpunan G,,.

Berdasarkan definisi himpunan kompak, maka terdapat bilangan asli M

KgU@p
M

Perhatikan bahwa pada himpunan G,, , dimana m naik, berlaku

sedemikian sehingga

G, S G, C - C Gy.
Akibatnya, K € G,,. Selanjutnya persekitaran {z ERP: ||lz—x]| > %} tidak
memuat K, sehingga C(K) buka pada R?. Jadi, didapat bahwa K tutup pada R”.
Kedua, akan ditunjukkan jika K kompak, maka K terbatas. Misalkan, untuk setiap
m € N, H,, adalah himpunan buka yang didefinisikan oleh

H, ={x e RP : |x|| < m}.
Perhatikan bahwa RP dan begitu juga K termuat pada gabungan himpunan

H,,m € N. Kemudian, karena K kompak, maka terdapat bilangan asli M,

KgUmp
M

Diketahui bahwa pada himpunan H,,,, dimana m naik, berlaku

sedemikian sehingga

H, € H, C - C Hy,.
Akibatnya, K € H,,, sehingga untuk setiap x € K, ||x|| < M. Jadi, K terbatas.
Selanjutnya, akan ditunjukkan berlaku sebaliknya, yaitu jika K terbatas dan
tertutup, maka K kompak. Asumsikan K tidak dapat dikover oleh berhingga
subset dari G. Perhatikan bahwa K terbatas pada R", maka terdapat interval tutup

L= {x=(x1,%xp,",x,) ER": a; < x; < b;},untuk setiapi = 1,2,-:-,n,
sedemikian sehingga K c I;. Perhatikan bahwa K tidak dapat dikover oleh
berhingga subset dari G, maka

sni,
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adalah himpunan yang tidak dapat dikover oleh berhingga subset dari G.
Kemudian bagi interval I; menjadi I,, dimana untuk setiap i = 1,2, -+, n, interval

[a;, b;] dibagi menjadi interval

[ a; + bl]
a;, ) .

Dengan demikian, didapat interval

a; +bl

I, = {x = (x1, X9, , X)) ER": q; < x; < },Vi =1,2,-,m,

Perhatikan bahwa K tidak dapat dikover oleh berhingga subset dari G, maka
KNI,

adalah himpunan yang tidak dapat dikover oleh berhingga subset dari G.

Kemudian, interval I, dibagi kembali menjadi interval I3, dimana untuk setiap

i=1,2,-,n, interval

a; +bl
P“ 2 }

dibagi menjadi
a; + b;
|
Akibatnya, dengan argumen yang sama seperti sebelumnya, didapat bahwa
KNI,
adalah himpunan yang tidak dapat dikover oleh berhingga subset dari G.
Kemudian interval I3 dibagi menjadi dua bagian kembali, dan proses dilanjutkan
sama seperti sebelumnya, sehingga akan didapat interval tersarang
1,799,
Berdasarkan Teorema Interval Tersarang, terdapat titik e yang berada pada semua
interval tersarang I,, untuk setiap n € N. Misalkan V,(a) persekitaran dari a,
maka untuk n yang sangat besar, berlaku
I, c V.(a).
Perhatikan bahwa I, N K tidak dapat dikover oleh berhingga subset dari G, maka
I, memuat subset dari K yang tidak dapat dikover oleh berhingga subset dari G.
Jadi V,(a) memuat K. Perhatikan bahwa a merupakan titik limit dari K.

Diketahui bahwa K tutup, maka a € K dan terdapat G; € G, sedemikian sehingga
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a € G;. Akibatnya, terdapat persekitaran V;, () sedemikian sehingga V;, (a) < G;.
Untuk n yang besar, I, ¢ V,, («). Akibatnya I,, < G;, sehingga terjadi kontradiksi,
dimana I, tidak termuat pada G;. Jadi haruslah diasumsikan bahwa K dapat

dikover oleh berhingga subset dari G. @

Konsep penting lain dalam ruang linier bernorm adalah konsep tentang
barisan Cauchy. Berdasarkan Teorema Bolzano-Weierstrass, dapat ditunjukkan

bahwa jika semua barisan terbatas pada R™ memiliki subbarisan yang konvergen.

Teorema 3.1.1.4
Setiap barisan Cauchy pada R™ konvergen ke titik di R™.

Bukti:
Ambil (a,) sebarang barisan Cauchy pada R"™. Perhatikan bahwa (a,) barisan
Cauchy. Akibatnya untuk setiap ¢ > 0, terdapat bilangan bulat p(e) yang
bergantung pada &, sedemikian sehingga, untuk setiap n, m > p(¢), berlaku

lan —a,ll <e.
Pilih n; = m(e + 1), maka untuk setiap m > p(e), berlaku n; > p(e), sehingga
untuk setiap n;, m > p(e), berlaku

|lan —a.. || <e
Perhatikan bahwa

et ll =l =, + || < flay = an, I+ | <+ a1
Misalkan
r = max{|la;ll, lazll, .. ||l aye || [lan || + €}-
Maka, untuk setiap n € N,
la,ll <.

Akibatnya (a,) terbatas, sehingga terdapat subbarisan (ank) yang konvergen,
katakanlah konvergen ke a. Akibatnya untuk setiap € > 0, terdapat p;(¢) € N,

sedemikian sehingga untuk setiap n;, = p; (&), berlaku
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£
(3.1) |a., —al < >

Sebelumnya telah diketahui, bahwa (a,) barisan Cauchy, maka untuk setiap
€ > 0, terdapat p,(¢) € N sedemikian sehingga untuk setiap n,,m > p,(e),

berlaku
(3.2) lan —a,, || < %

Pilih p, = max{p; (&), p,(€)}, sehingga untuk setiap n,, m = p,, pertidaksamaan
(3.1) dan (3.2) berlaku

&

228.

&
Iy, — all =l = a,, +a,, - al < lan - an || + llay, = afl <5+

Jadi, (a,) konvergen ke a. e

Pada bab sebelumnya telah dijelaskan tentang dua ruang linear yang saling
isomorfisma. Berikut teorema yang menjelaskan bahwa ruang linier berdimensi-n

isomorfis dengan R".

Teorema 3.1.1.5

Setiap ruang linier L berdimensi-n isomorfis dengan R™.

Bukti:
Perhatikan bahwa L ruang linier berdimensi-n, maka ada {xi,x,,...,x,} basis
untuk L. Selain itu, setiap x elemen dari L dapat dibentuk menjadi kombinasi
linier

x=kix; +kyx, + -+ kpx,,
dan solusi kq,k,, -+, k, tunggal yang bergantung pada x. Jadi terdapat
korespondensi satu-satu antara x € L dan (kq,k,, -+, k,) € R". Berarti untuk
suatu y € L terdapat (Iy,1,-+,1,) € R™ sedemikian sehingga

y=ULx;+Lx,+ -+ 1,x,.
Akibatnya berlaku

ax + By = alkixy + kyxy + -+ kpyx,) + B(Lixg + Lxy + -+ Lx,,)
= akixy + akyxy, + -+ ak,x, + flix; + Bloxy, + -+ Ll x,
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= akixy + Blixy + akyx, + lox, + -+ akyx, + flux,
= (aky + Bl)xq + (aky + Bl)xy + -+ + (ak, + Bl,)x,.
Jadi ax + By berkorespondensi dengan (ak; + Bly, ak, + Bly, -+, ak, + Bl,).
Misal T : L = R", dan berlaku
T(x) = (ky, kg, kp) dan T(y) = (Iy, Ly, -+, L),
Perhatikan bahwa
T(ax + By) = (aki + Bly, ak, + Bly, -+, ak, + Bl,)
= (aky, aky, -+, aky) + (Bly, Bly, -, BLy)
= a(ky, ky, o k) + Bl Lo, 1)
= aT(x) + BT (y).
Jadi T pemetaan linier. Akibatnya T : L — R"™ isomorfisma, sehingga L dan R"

saling isomorfis. e

Misalkan ||. ||; dan ||. ||, adalah dua norm yang terdefinisi pada ruang linier
L yang sama. Kedua norm tersebut dikatakan ekuivalen secara topologi jika
terdapat bilangan positif m, dan m, sedemikian sehingga
[lx]l, < my||x|l; dan ||x||; < m,]|x]||,, untuk setiap x € L.
Dalam hal ini, untuk setiap persekitaran-¢ dari titik hasil ||.||; akan memuat
persekitaran-& dari titik hasil ||. ||, dan berlaku juga sebaliknya. Kedua norm
tersebut dikatakan ekuivalen secara topologi, karena berdasarkan fakta berikut ini.

a) Titik x adalah interior, eksterior atau titik batas dari himpunan U
persekitaran yang bergantung ||.||; jika dan hanya jika memiliki relasi yang
sama dari himpunan U persekitaran yang bergantung |[. ||,.

b) Himpunan U adalah buka, tutup, kompak atau terbatas dari topologi yang
dibangun oleh |.||; jika dan hanya jika himpunan U juga buka, tutup,
kompak atau terbatas dari topologi yang dibangun oleh ||. ||,.

c) Barisan (x,) Cauchy dari ||. ||; jika dan hanya jika barisan (x,,) Cauchy dari
|I.1l,. Barisan (x,) konvergen ke y dari ||.||; jika dan hanya jika (x,)

konvergen ke y dari |. ||,.
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Contoh dua norm ekuivalen secara topologi adalah dua norm pada ruang

linear n — tuple x = (x4, x5, -+, x,,) yang didefinisikan oleh

1
lxlly = G ? + 22 + -+ x,2)7 dan ||x]l; = max|x;|,i = 1,2,-,n.

Berdasarkan hal tersebut, didapatkan ketaksamaan

1
llxllz = maxlx;| < (61 + x2% + -+ + 2,97 = ||x]l,

dan

1
llxll; = (%12 + 2% + -+ + x,2)2 < n max|x;| = nllx]|.

Teorema 3.1.1.6

Semua norm pada ruang linier berdimensi berhingga, ekuivalen secara topologi.

Bukti:
Ambil sebarang L ruang linier berdimensi berhingga, katakanlah berdimensi n
dengan basis {x;,x,,-:+,x,}. Perhatikan bahwa setiap x € L dapat dibentuk
menjadi

X =kix; +kyxy,+ -+ k,x,.

Berdasarkan penjelasan tentang ruang linear bernorm, didapat bahwa

Ixll = (g + ko + -+ knz)%
adalah norm pada L. Perhatikan bahwa ekuivalen secara topologi berarti terdapat
relasi transitif, sehingga akan ditunjukkan sebarang norm ||. ||; pada L, ekuivalen
secara topologi dengan ||.||. Akan ditunjukkan bahwa terdapat » dan p bilangan
real positif, sedemikian sehingga ||x|| < rl||x||l;, dan [|x|l; < pllx||. Pertama,
misalkan M = max|x;|,i = 1,2,+--,n, maka
llxlly = llk1xy + kX + -+ kx|l

< lkrxq Il + [Hezx2 |l + - Ik x5 I

< lkqllleo Il + ez el + -« + Lhen [l I

< M(lky| + [z | + -+ [ky D

< Mn max|k;|

< Mn|[x]|.
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Maka, terdapat bilangan positif p = Mn sedemikian sehingga ||x||; < pl|x]|.
Kemudian akan ditunjukkan terdapat r bilangan positif sedemikian sehingga
x|l < r|lx|l;. Jika tidak ada r sedemikian sehingga ||x|| < r||x]||;, akibatnya

untuk setiap s, ada vektor y pada L, sedemikian sehingga sl||yll; < ||yl

Konstruksi z = ﬁ akibatnya ||z|| = 1. Kemudian

Iyl 1
TG

Perhatikan bahwa z elemen pada ruang linier L, sedemikian sehingga dapat

lzll, =

dibentuk menjadi kombinasi linier
Z=ag X1+ ayXx; o+ a Xy,
Selain itu, karena ||z|| = 1, maka barisan {(ax, a1k, -, a1x)} i~ adalah barisan
yang terbatas, sehingga memiliki subbarisan yang konvergen, katakanlah
konvergen ke (bq, by, -+, b,,). Notasikan subbarisan dari {(aqx, @z, ***» @) Yot
adalah barisan {(ay, azi, ***, @ui ) }r=1 Sendiri. Jika
Z, = bix; + byxy + -+ b, x,,
maka didapat
Z— 27z, = aq X1+ ayx; + o+ ayx, — (b1xy + byx; + -+ b, xy,)
= (a1x — by)x1 + (azr — bp)xy + -+ (A — bp) Xy
Akibatnya,

N| =

]}i_I)TC}OHZ -z = I}m[(alk — b))%+ (az, — b))% + -+ (ap — by)?12 =0.

Perhatikan bahwa, berdasarkan ketaksamaan segitiga, didapat bahwa

lzill = Iz, =z + ||
= llzll = llz = zi |l < ||z, |l < llzg = zl| +1lz]|.
Akibatnya,
Jim (lizl| = llz = z[)) < lim ||z, ]| < lim (llz). - zI| + l|zI])
—00 k—oo k—o0

= lim||z]| < lim [|z,|| < lim||z]|
k>0 k—oo k—o0
= 1< lim|z]| <1
k—o0
= lim||z || =1
k>0
= ||z, |l = 1.
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Pada lain pihak, didapat bahwa
Iz lly = llz —z + zll,
< llzy — zlly + llzlly

1
< Mn ||z, — z|| + 5

Perhatikan bahwa untuk k yang besar, nilai ||z, |[; = 0. Akibatnya, berdasarkan
sifat norm, z, = 0. Hal ini kontradiksi dengan ||z,|| = 1, sehingga haruslah
terdapat r bilangan positif, sedemikian sehingga |[x|| < r||x||;. Jadi didapat

bahwa ||. ||; ekuivalen secara topologi dengan ||.|. e

Misalkan L ruang linear berdimensi hingga, katakanlah n, sehingga untuk

setiap x € L, dapat dibuat menjadi kombinasi linear
X =kixy+kyxy + -+ kpx,,
dengan basis {xy,x,,-:,x,}. Perhatikan bahwa, berdasarkan Teorema 3.1.1.5,
maka pemetaan ¢ dari x € L ke (kq,k,,:+, k,) € R", merupakan isomorfisma
sehingga L dan R™ saling isomorfis. Hal tersebut mengakibatkan terdapat
hubungan antara ||. || pada L dan ||.||; pada R". Jika ¢ : L - M isomorfisma dari
dua ruang linear L dan M, yang memiliki norm [|.|| dan ||.]|;, maka L dan M
dikatakan isomorfis secara topologi jika memenuhi kondisi
x| < kllp@lly, dan  llo@)ll; < milxll,

untuk suatu bilangan konstan k dan m. Kedua ruang linear tersebut dikatakan
isomorfis secara topologi, karena berdasarkan fakta berikut ini.

a) Titik x adalah interior, eksterior atau titik batas dari himpunan U c L
persekitaran yang bergantung ||. || jika dan hanya jika memiliki relasi yang
sama dengan titik ¢(x) dari himpunan @(U) € M persekitaran yang
bergantung ||. ||;.

b) Himpunan U c L adalah buka, tutup, kompak atau terbatas jika dan hanya
jika himpunan @(U) < M juga buka, tutup, kompak atau terbatas.

c) Barisan (x,) Cauchy pada L jika dan hanya jika barisan {¢(x,)} Cauchy
pada M. Barisan (x,) konvergen ke y di L jika dan hanya jika {¢(x,)}
konvergen ke ¢ (y) di M.
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Teorema 3.1.1.7
Setiap ruang linear bernorm berdimensi hingga dengan dimensi n adalah

isomorfis secara topologi dengan R™.

Bukti:

Berdasarkan Teorema 3.1.1.5, telah dibuktikan bahwa ruang linear L berdimensi
hingga, katakanlah n, saling isomorfis dengan R™. Berdasarkan Teorema 3.1.1.6,
semua normnya ekuivalen secara topologi. Jadi, L dan R"™ isomorfis secara

topologi. e

3.1.2 Fungsi Pada Ruang Linier Bernorm
Fungsi pada ruang linier bernorm adalah fungsi dengan daerah asal ruang
linear bernorm U subset dari ruang linier L dan daerah hasil pada ruang linier
bernorm M. Fungsi tersebut dapat dituliskan sebagai
f:U-M
Jika M = R, maka fungsi f dikatakan fungsional.
Pada Definisi 2.3.3.3, telah dijelaskan tentang transformasi linear, sehingga
apabila terdapat pemetaan T : L — M, berlaku
T(x+y) =T(x)+T(y), T(ax) =aT(x), Vx,y€ELa€R
Selanjutnya terdapat hubungan antara transformasi linear dengan transformasi
affine. Transformasi A : L — M dikatakan transformasi affine jika untuk setiap
x € L, berlaku
A(x) =T(x) + b,
dimana T adalah transformasi linear dan b vektor konstan di M. Berdasarkan
kedua definisi diatas, didapat bahwa jika T linear, maka 7'(0) = 0, dan jika A
affine, maka A(0) = b. Apabila L = M = R, fungsi linear adalah fungsi yang

didefinisikan sebagai T (x) = mx dan fungsi affine A(x) = mx + b.

Teorema 3.1.2.1
A : L — M affine jika dan hanya jika
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(3.3) A <i aixl-) = i a;A(x;)

i=1 i=1
untuk setiap x; € L dan bilangan real «;, sedemikian sehingga

n

zal’ =1

i=1

Bukti:
Jika A affine, akan ditunjukkan berlaku (3.3). Perhatikan bahwa A affine, maka

ada transformasi linear T dan vektor konstan b, sedemikian sehingga

(Sam)-r(San) e

Perhatikan juga bahwa T linear, maka berlaku

T <i aixi) = i a;T(x;).

i=1 i=1
Akibatnya

n

A (i a'ixl-> = i a,T(x;)+b = z": a;T(x;)+ i ab = Z a;[T(x;) + b],
i=1

i=1 i=1 i=1 i=1
Selanjutnya, karena T(x;) + b = A(x;), maka didapat

A (i a:ixi> = i a; A(x;).

i=1 i=1
Jadi terbukti bahwa jika A : L — M affine, maka

A (i aixi> = i a;A(xy).

i=1 i=1
Kemudian, jika berlaku (3.3), akan ditunjukkan maka A affine. Kontruksi
T(x) = A(x) — A(0). Perhatikan bahwa untuk setiap bilangan real «, karena
berlaku (3.3), maka
A(ax) = Alax — (1 — a)0] = aA(x) + (1 — a)A(0).
Akibatnya
T(ax) = A(ax) — A(0)
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= aA(x) + (1 — a)A(0) — A(0)
= aA(x) + A(0) — aA(0) — A(0)
= aA(x) — aA(0)
= a[A(x) — A(0)]
= aT (x).

Selanjutnya, untuk setiap x,y € L, berlaku

Tx+y) = T[Z (%x—l—%y)]

Sl
=% [A (%x + %y) - A(O)]
_2 {% [A(x) — A(0)] + % [A(y) A(0>]}

= [A(x) — A(0)] + [A(y) — A(0)]
=Tx)+T(y).
Jadi didapat bahwa T linear, sehingga A(x) = T(x) + A(0) adalah affine. e

Perhatikan bahwa, jika T linear, maka berlaku T(y) — T(x) = T(y — x).
Akibatnya, dapat ditunjukkan bahwa jika T kontinu di titik asal, maka T kontinu
di setiap titik x € L, dan berlaku juga sebaliknya.

Teorema 3.1.2.2
Misal T : L — M linear. T kontinu di titik asal jika dan hanya jika T kontinu di
setiap titik x € L.

Bukti:

Jika T kontinu di titik asal, akan ditunjukkan T kontinu di setiap titik x € L.
Perhatikan bahwa T kontinu di titik asal, artinya untuk setiap € > 0, terdapat
6(g,0) > 0, sedemikian sehingga jika y sebarang titik di A yang memenuhi
kondisi ||y — 0]| < &, maka ||T(y) — T(0)|| < . Kemudian, karena ||y — 0| =
lyll dan |ITCy) —T(O)Il = IT)Il, berlaku jika [y — 0|l = [[yll <&, maka

Agus Santoso, 2012
Fungsi Konveks Pada Ruang ...

Universitas Pendidikan Indonesia | repository.upi.edu



IT(y) —=T(0)| = |[IT(y)|l <e. Ambil sebarang ¢ > 0 dan x € L. Perhatikan
bahwa ada §; = &, sedemikian sehingga jika y sebarang titik di A yang memenuhi
kondisi |ly—x|| <&, =8, maka [[T(y)—-T®X)| =Ty —x)| <e. Jadi
didapat bahwa T kontinu di setiap titik x € L.

Selanjutnya, jika T kontinu di setiap titik x € L, maka jelas bahwa T kontinu di

titik asal. e

Transformasi linear T dikatakan terbatas, jika untuk setiap x € L, terdapat
m € R, sedemikian sehingga [|T(x)| < ml|x||,m = 0. Dengan demikian,
jikal|x|| < 1, maka berlaku ||T(x)|| < m . Teorema dibawah ini akan menjelaskan

bahwa jika T kontinu, maka T terbatas dan berlaku juga sebaliknya.

Teorema 3.1.2.3
Misal T : L - M transformasi linear dari suatu ruang linear bernorm ke ruang

linear bernorm lainnya. T kontinu jika dan hanya jika T terbatas.

Bukti:

Pertama, jika T kontinu, akan ditunjukkan T terbatas. Ambil sebarang x € L.
Perhatikan bahwa T kontinu pada L, sehingga T kontinu di setiap titik x € L.
Akibatnya, T kontinu di titik asal, sehingga selalu dapat ditemukan & > 0,
sehingga ||T(x)|| < &, jika ||x|| < 8. Misalkan ||x|| < 1, maka

[pol =g <2
—2' X —'2— ||x <o.

T 16
[ (o)) <=

Perhatikan bahwa T G Sx) = %ST(x) dan Tx)=T (g%x) =§

Akibatnya, didapat bahwa

akibatnya didapat bahwa
2 (8 2 1) 2
ireon = |57 G=)| =5l G)]| <52 =
Jadi, T terbatas.
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Kemudian, jika T terbatas, akan ditunjukkan T kontinu. Ambil sebarang & > 0.

Perhatikan bahwa T terbatas, sehingga ||T(x)|| < m, untuk ||x]| < 1. Pilih§ > 0

sedemikian sehingga M < e. Jika ||x|| < &, maka ”%x” =§||x|| < 1 sehingga

berlaku ”T (%x)” < m. Oleh karena itu, untuk ||x|| < &, berlaku

1 1
o= r )] = o (] < om <
Dengan demikian untuk setiap € > 0, terdapat § < % sedemikian sehingga, jika x

sebarang titik di A yang memenuhi kondisi ||[x — 0|| = ||x]| < 6, maka
IT(x) =TIl = ITIl < e.
Jadi T kontinu di titik asal, sehingga T kontinu pada L. e

Sebuah transformasi linear mungkin tidak kontinu, terutama secara lebih
spesifik ‘untuk ruang linear berdimensi tak hingga. Teorema di bawah ini
menjelaskan bahwa transformasi linear tidak kontinu harus terdefinisi pada ruang
linear berdimensi tak hinga.

Teorema 3.1.2.4
Misal T : L - M transformasi linear dari suatu ruang linear bernorm ke ruang

linear bernorm lainnya. Jika L berdimensi hingga, maka T kontinu.

Bukti:

Berdasarkan Teorema 3.1.1.7, karena L ruang linear bernorm berdimensi hingga,
misalkan n, maka L isomorfis secara topologi dengan R™, sehingga dapat
dikatakan L = R". Perhatikan bahwa {eq, e,, -, e,} adalah basis standar untuk

R™, sehingga untuk setiap x € R™ dapat dibuat kombinasi linear
n
x=kie,+ ke, +--+kye, = Z k;e;.
i=1

Misalkan ||x|| < 1 dan

m = max |[T(e)ll,
i=1,n
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maka

IT@I =7 (Z kiel) < D kTl = ) il IT(ell < m ) Ikl
i=1 i=1 i=1 i=1
Perhatikan bahwa k; = (x, e;) dan ||e;|| = 1, sehingga berdasarkan ketaksamaan

Cauchy-Schwarz berlaku
[kl = [(x, el < llxlllle; ]l < 1.

Akibatnya didapat bahwa

n
IT@)|| < mzm <44
i=1

Jadi T terbatas. Berdasarkan Teorema 3.1.2.3, maka T kontinu. e

Misalkan T : L - R, N € L, T linear. Himpunan N yang didefinisikan oleh
N ={x:T(x) =0}
adalah ruang nol dari T. N adalah subruang dari L karena:
a) ambil sebarang x,y € N, jelas bahwa T(x) = 0 dan T(y) = 0, sehingga
T(x+y)=T(x)+T(y)=0+0=0,makax+y € N; dan
b) ambil sebarang x € N,a € R, jelas bahwa T(x) = 0, sehingga T(ax) =
aT(x) = a0 =0, maka ax € N.
Jika T nontrivial fungsional linear, maka N adalah subruang maksimal proper
dari L. Artinya, jika K sebarang subruang dari L sedemikian sehingga N € K € L,
maka berlaku N = K atau K = L.

Teorema 3.1.2.5
N adalah subruang maksimal proper dari L jika dan hanya jika N ruang nol dari
nontrivial fungsional linear. Subruang maksimal proper tertutup jika dan hanya

jika T kontinu.

Bukti:
Pertama, jika N adalah subruang maksimal proper dari L, akan ditunjukkan N

ruang nol dari nontrivial fungsional linear. Perhatikan bahwa N adalah subruang
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maksimal proper dari L, maka ada subruang K sedemikian sehingga K = L.
Karena N subruang maksimal, maka ada x ¢ N, tetapi x € L. Perhatikan bahwa
untuk setiap y € L dapat dibentuk menjadi kombinasi linear
y=rx+22z€N,7r €ER,
dimana T : L — R dan berlaku
Trx+2z) =r.
Ambil sebarang a, b € L, maka a dan b dapat dibentuk menjadi kombinasi linear
a=ax+2zb=[x+z.
Akibatnya
T(a+b)=T(ax+z+ px+ z)
=T((a +B)x + 2)
=a+p
=T(ax+2)+T(Bx + 2)
=T(a) + T(b)
Selanjutnya, ambil sebarang a € L dan k € R, maka a = ax + z. Akibatnya
T(ka) = T(k(ax + z))
=T(kax + z)
= ka
= kT (ax + z)
= kT(a)

X0

Jadi T linear. Perhatikan bahwa T(x,) = k,k € R, x, € L. Misalkan x = ' XE

L. Akibatnya T'(x) = 1. Kemudian, karena
r=Turx+z)
=T(rx)+T(z)
=rT(x)+T(2)
=r+T(z)
=r+0
maka T(z) = 0. Akibatnya, N adalah ruang nol. Jadi terbukti bahwa jika N

subruang maksimal proper, maka N ruang nol dari nontrivial fungsional linear.
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Selanjutnya, jika T nontrivial fungsional linear dan N ruang nol, akan ditunjukkan
bahwa N subruang maksimal proper. Misalkan ada K subruang yang memuat N,

dimana N c K < L. Akibatnya, ada x, € K, sedemikian sehingga T (x,) = k #

0. Misal x = ’;—0 maka T'(x) = 1. Perhatikan bahwa K subruang yang memuat N,

maka setiap elemen dari K, katakanlah a dapat dibentuk menjadia = ax + z,z €
N, @ € R. Pilih sebarang b € L dan konstruksi
r=b-T(b)x,
maka,
T(r)=T(b—T(b)x)
=T(b) — T(T(b)x)
=T(b) — T(b)T(x)
=T(b) —T(b)
=0
Dengan demikian r € N. Akibatnya, karena b dipilih sebarang dan dibentuk
menjadi
r=b—-T(b)x,
maka, untuk setiap b € L, dapat dibentuk menjadi
b=T(b)x+r,re N, T(b) €R.
Jadi b € K, sehingga K = L dan N adalah subruang maksimal proper.
Kemudian, jika T kontinu, akan ditunjukkan bahwa N tertutup. Perhatikan bahwa
T kontinu pada L, maka untuk setiap barisan (x,,) pada N yang konvergen ke x,
7}13}10 TG ) sl (X9

Perhatikan bahwa T (x) = 0 dan N memuat semua titik limit, maka N tertutup.
Sebaliknya, jika N adalah ruang nol tertutup dari fungsional linear T, akan
ditunjukkan bahwa T kontinu. Perhatikan bahwa telah ditunjukkan setiap b € L
dapat ditulis sebagai

b=ax+r,reN,xé&N,
dan T(b) = a. Selain itu, N tertutup, maka terdapat persekitaran-e dari x yang

bukan anggota N. Dengan demikian, untuk setiap r € N, ||r — x|| > €. Karena,

(-1) € N, maka ||-r — x|| = llr + x|| > &. Akibatnya, untuk setiap b € L,
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1
B[l = llax + 7l = |a| Hx + Er” > lale = £|T(b)|.

Akibatnya didapat bahwa |T(b)| S%llbll. Jadi, T fungsional linear terbatas,

sehingga T kontinu. e

Misalkan T : L - M transformasi linear yang kontinu dari ruang linear
bernorm L ke ruang linear bernorm M. L(L, M) adalah keluarga dari transformasi
T tersebut. Jika didefinisikan operasi penjumlahan dan perkalian skalar, sehingga
untuk setiap S, T € L(L, M) dan bilangan real a, berlaku

S+T)(x)=Sx)+T(x)
(aT)(x) = aT (x)
maka dapat ditunjukkan bahwa L(L, M) ruang linear.

Ambil sebarang S,T,U € L(L,M) dan a,f € R. Perhatikan bahwa S,T,U
transfomasi linear kontinu dari suatu ruang linear bernorm ke ruang linear
bernorm lainnya, maka berdasarkan Teorema 3.1.2.3, S,T,U terbatas. Dengan
demikian, jika ||x|| < 1, maka [|S)|| < k, ITX)| < L, [lUX)]| < m.

a) Perhatikan bahwa (S + T') transfomasi linear karena untuk setiap x,y € L
danr,s € R, berlaku
S+T)orx+sy) =Sax+sy)+Tlx+sy)
=1rS(x) +sS(y) + rT(x) + sT(y)
=rS(x) +rT(x) +sS(y) + sT(y)
=7r(Sx) +T(x)) +s(SO) + T(y))
=r(S+D@) +s(S+T)M)

Selain itu, berlaku

IS +DN = ISC) + TN < NS+ T <k +1=mn,
maka (S + T) terbatas. Dengan demikian, berdasarkan Teorema 3.1.2.3,

(S + T) kontinu. Jadi (S + T) € L(L, M).

b) Perhatikan bahwa
S+ =SX)+Tx) =Tx)+Sx) =(T+9S)(x),
makaS+T =T +S.
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c)

d)

Perhatikan bahwa
(S+(T+U)x) =Sx) + (T+U)(x)
=Sx)+T(x)+ U(x)
=S +T)(x)+Ux)
=((S+T)+U)x),
makaS+ (T+U)=(S+T)+U.

Perhatikan bahwa ada transformasi O, dimana 0(x) = 0. Akibatnya
E+0)x)=S(x)+0(x)=Sx)=0x)+Sx) =(0+SXx).
Transformasi O adalah tranformasi linear karena V x,y € L dan r,s € R,

berlaku
O(rx+sy)=0=0+0=1r0+5s0=1r0(x) + s0(y).
Selain itu, transformasi linear O terbatas karena untuk ||x|| < 1, berlaku
ool = lloll < 0,
Dengan demikian, berdasarkan Teorema 3.1.2.3, O kontinu, sehingga
0 € L(L,M). Jadi terdapat 0 € L(L,M), sehingga(S§+0) =S =(0+Y5)
Perhatikan bahwa ada transformasi (—S), dimana jika S(x) = x', x €
L,x" € M, maka (—S)(x) = —x'. Akibatnya
B+(=)D)E =SE) + (=Hx) =x"+(—x)' =0 = 0(x)
dan
(= +9)x) == +SHx) =(—x)"+x' =0 = 0(x).
Transformasi (—S) adalah transformasi linear karena V x,y € L dan
r,s € R berlaku
(=S)(rx+ sy) = —(rx + sy)’
=—rx' + (=sy)’
=r(=x)"+s(=y)
= r((=)@) +s((=5))).
Selain itu, transformasi (—S) terbatas karena untuk ||x|| < 1, berlaku
(=N = ll=xIl = [-1llx]l = Lllx]l = ISCOIl < k.
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Dengan demikian, berdasarkan Teorema 3.1.2.3, (—S) kontinu sehingga
(—=8) € L(L,M). Jadi terdapat (—S) € L(L,M), sehingga (—S)+S =0 =
S+ (=9).
f) Perhatikan bahwa (aS) transformasi linear karena untuk setiap x,y € L dan
r,s € R berlaku
(aS)(rx + sy) = aS(rx + sy)
= a(rS(x) +sS(¥))
= arS(x) + asS(y)
=raS(x) + saS(y)
=r(aS(x)) + s(aS(y))
=1((@$)(®) + s((@S))).
Selain itu, berlaku
(@Sl = laSE = lalllSCOIl < |alk,
maka (aS) terbatas. Dengan demikian, berdasarkan Teorema 3.1.2.3, (aS)
kontinu. Jadi (aS) € L(L,M).
g) Perhatikan bahwa
(a(S+T))(x) = a(S + T)(x)
=a(S(x)) + T(x)
=aS(x) + aT (x)
= (aS)(x) + (aT)(x)
= (aS + aT)(x)
Jadi a(S +T) = aS + aT.
h) Perhatikan bahwa
((@+B)S)(®) = (a +B)S)
=aS(x) + pS(x)
= (aS)(x) + (BS)(x)
= (aS + BS)(x)
Jadi (a + B)S = aS + BS.
i) Perhatikan bahwa

(a(B)) () = a((BS)()) = a(BS()) = aBS(x) = ((aB)S)(x)
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Jadi a(BS) = (ap)S.

J) Perhatikan bahwa

(15)(x) = 15(x) = S(x)

Jadi 1S = S.

Perhatikan bahwa S,T,U € L(L, M) dan «, 8 € R diambil sebarang, maka untuk
setiap S,T,U € L(L,M) dan a,B € R, berlaku a) sampai j), sehingga L(L, M)
adalah ruang linear.

Sebelumnya telah dijelaskan bahwa L(L, M) adalah keluarga transformasi
linear yang kontinu dari ruang linear bernorm L ke ruang linear bernorm M.
Akibatnya, berdasarkan Teorema 3.1.2.3, maka L(L,M) adalah keluarga
transformasi linear yang terbatas. Perhatikan bahwa T € L(L,M) terbatas,
sehingga berlaku ||IT(x)|| < M, untuk |[x|| < 1. Dengan demikian, ||T(x)||
mempunyai batas atas. Berdasarkan fakta tersebut, dapat ditunjukkan bahwa

Il : £(L, M) - R
dimana
(3.4) ITIl = sup{lITCOIl : llx|l =1}
adalah normdari T € L(L, M).

Ambil sebarang T,S € L(L,M) dan « € R, dan definisikan (3.4). Titik
x € L diambil sebarang dan tetap.

a) Perhatikan bahwa ||T(x)|| norm pada M, sehingga ||T(x)|| = 0. Dengan
demikian ||T|| = sup{|/|IT(x)]| : [|x|| < 1} = 0.

b) Jika ||T|| = 0, akan ditunjukkan T =0, dimana O : L - M,0(x) = 0,
V x € L. Perhatikan bahwa ||T|| = 0, maka sup{||[T(x)|| : |lx|]| <1} =0.
Dengan demikian, karena nilai ||T(x)|| = 0, maka nilai [|[T(x)|| yang
mungkin adalah ||T(x)|| = 0. Perhatikan bahwa ||T(x)|| adalah norm pada
M, sehingga jika ||T(x)|| = 0, maka berlaku T(x) =0, Vx € L. Jadi T =
0.

Sebaliknya, jika T = 0 akan ditunjukkan ||T|| = 0. Perhatikan bahwa

0(x) = 0, maka T'(x) = 0, sehingga ||T(x)|| = 0. Akibatnya

ITIl = sup{lITCOIl : llx|l < 1} = sup{0} =0

Agus Santoso, 2012
Fungsi Konveks Pada Ruang ...

Universitas Pendidikan Indonesia | repository.upi.edu



c) Perhatikan bahwa ||T(x)|| pada M, sehingga |laT(x)| = |al||T(x)]|.
Akibatnya
llaT|l = sup{llaT ()| : [Ix]| < 1}
= sup{la[lITGIl : llx|l < 1}
= |al|sup{lITGIl : llx|l < 1}
= |a|lITl
d) Perhatikan bahwa ||T (x)|| pada M, sehingga
T () + SN < ITCOll + I+S O
Akibatnya
IT + SI| = sup{[[(T + SOl = [Ix]| < 1}
= sup{lIT(x) + SGIl : llx|l = 1}
< sup{lITC)Il + ISCOIl : llx]l < 1}
= sup{[IT()l : llx|l < 1} + sup{lISGIl : lIx|l < 1}
= [ITIl + lIS]I
Perhatikan bahwa T,S € L(L, M) dan a € R diambil sebarang. Jadi untuk setiap
T,S € L(L,M) dan a € R, berlaku a) sampai d), sehingga (3.4) adalah norm pada
L(L,M). Sebelumnya T € L(L, M), terbatas sehingga berlaku [|T(x)| < cl|x||,
dan karena |[x|| < 1, maka ||T(x)|| < c. Dengan demikian, ¢ adalah batas atas
dari ||T(x)||. Perhatikan bahwa (3.4) berlaku, maka ||T'|| adalah nilai terkecil dari
c yang memenuhi ||IT(x)|| < c. Kemudian, dengan memilih ||T|| = ¢, maka
didapat bahwa
TGOl < cllxIl = IITHIx]l.

Teorema 3.1.2.6
Keluarga L(L, M) adalah ruang linear bernorm dengan norm (3.4). Jika M adalah

ruang Banach, maka L(L, M) adalah ruang Banach.

Bukti:
Ambil sebarang (T,) barisan Cauchy di £(L,M). Dengan demikian, jika untuk

setiap € > 0 ada bilangan asli K € N, sedemikian sehingga untuk setiap n,m > K
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mengakibatkan ||T,, — Tl < €. Perhatikan bahwa untuk setiap x € L, (T, (x))
adalah barisan di M. Perhatikan juga bahwa
1T, (x) — Tn (Ol = (T, — T) Ol < 1T, — Tl %l < &1 llx]l < e.
Dengan demikian, didapat bahwa (T,(x)) adalah barisan Cauchy di M.
Sebelumnya diketahui bahwa M ruang Banach, sehingga (T, (x)) konvergen ke
elemen M, katakanlah T'(x). Oleh karena itu, dapat didefinisikan bahwa
T(x) = r}l_r)g T, (x).
Perhatikan bahwa untuk setiap x, y € L dan bilangan real «, 8, maka ax + By €
L, sehingga berlaku
T(ax + By) = lim T, (ax + By)

= lim (T, (@x) + T, (6))
= lim T, (ax) + lim T, (By)

= lim aT,(x) + lim BT,(y)
n—oo n—-oo

a lim T, (x) + B lim T, (y)

= aT (x) + BT (y).
Dengan demikian T linear. Sebelumnya diketahui bahwa (T,,) barisan Cauchy,
maka berdasarkan Lemma 2.2.1.9, (T,,) terbatas, sehingga ada m > 0 sedemikian

sehingga ||T,, || < m. Perhatikan bahwa untuk setiap x € L, berlaku
IT Il =

Dengan demikian T terbatas. Akibatnya, karena T terbatas dan T linear, maka

lim T, (3)|| = lim 1T, @)1l < lim |IT, [[1x]] < Tim mllx]| < m|x]].
n—>0 n—>0o n—>0o n—>oo

berdasarkan Teorema 3.1.2.3, T kontinu. Perhatikan bahwa T linear dan T
kontinu, maka T € L(L, M). Terakhir akan ditunjukkan bahwa (T,) konvergen ke
T. Perhatikan bahwa
IT, — Tl = sup{ll(T, - )@l : [Ix]l < 1}
Sebelumnya diketahui bahwa (T, (x)) konvergen ke (T'(x)), maka berlaku
(T, = TN = T, (x) =TIl < e.
Dengan demikian
IT, — Tl = sup{ll(T,, — T)OIl : [x]l < 1} < sup{e} = &.
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Jadi didapat bahwa ||T,, — T|| < &, sehingga (T, ) konvergenke T. e

3.1.3 Turunan Fungsi pada Ruang Linear Bernorm

Pada bagian 2.2.4 telah dijelaskan turunan fungsi dengan daerah hasil dan
daerah asal pada ruang R. Fungsi tersebut mempunyai turunan pada c apabila
nilai limit yang mendekati ¢ dari arah kiri dan arah kanan ada dan bernilai sama.
Jika mengambil permisalan t = x — ¢, maka dapat dikatakan bahwa, nilai limit

yang terdefinisi pada Definisi 2.2.3.1 dapat diubah menjadi
Y [f(c +1) — f(C)l
1m .
t—0 t

') =

Nilai limit diatas ada jika nilai limit ¢ yang didekati dari kanan dan dari kiri ada
dan bernilai sama. Jadi dapat ditulis bahwa f'(c) = f'+.(c) = f'_(c).

Apabila fungsi f terdefinisi pada persekitaran titik x, € L, akan terdapat
banyak sekali arah untuk mendekati titik x, € L. Salah satu caranya adalah

membuat arah dari v sehingga

Fltt) = tm [0t ) [ Gal]
Notasi diatas dinamakan turunan berarah dari f di x, pada arah v. Pada arah v
terdapat dua kemungkinan arah t menuju nol, yang disebut turunan berarah
satu sisi kananfy (x ; ») dan kiri f_(x, ; v). Nilai ' (x, ; v) terdefinisi jika
f-ll-(xO V) = f—’(xo ;V)
Pada kasus fungsi f: R®™ - R™, c € R" dan u sebarang titik pada R".
Vektor L, pada R™ dikatakan sebagai turunan berarah dari f di ¢ pada arah u,

jika untuk setiap € > 0, terdapat § (), sedemikian sehingga, jika |t| < &(g), maka
<e.

[+ a0 —peon-1,

Jika u merupakan basis standar vektor R", maka korespondensi e; dengan

turunan berarah dinamakan turunan parsial ke-i, yang didefinisikan sebagai

af B .
a_xi(xO) = fi(xo) = f(x0; €;)
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Misalkan fungsi f yang terdefinisi pada himpunan buka U subset dari ruang
linear bernorm L dengan daerah hasil di ruang linear bernorm M. Fungsi f
terdiferensial pada x, € U jika terdapat transformasi linear T :L > M
sedemikian sehingga untuk nilai h € L yang sangat kecil, berlaku

f(xo + h) = f(xo) + T(h) + |[hlle(xo, h)
dimana e(xy, h) € M dan nilai e(xy, h) — 0 ketika ||k|| — 0. Transformasi linear
T dinamakan turunan dari f dan dinotasikan sebagai f'(x;).

Sebagai gambaran digunakan ruang linear bernorm R™ = L dan R™ = M.
Kemudian, dengan menggunakan basis standar dari kedua ruang tersebut, terdapat
transfomasi linear T : R® - R™ tunggal dengan [T] didefinisikan sebagali
matriks m x n. Misalkan T : R> - R dimana untuk (r,s) € R? didefinisikan
oleh T(r,s) = a;r + a,s. Bentuk T(r,s) didapat dari matriks [T] = [a1 a2],

dimana

T(r,s) = a;r + ays = [a1  az] [Z]

Sekarang misalkan w = f(r, s) fungsi dari R? ke R yang memiliki turunan sesuai
deskripsi diatas. Dengan demikian, untuk x5 = (rp,S9), f'(x) dapat
direpresentasikan sebagai matriks [a1 a:]. Selanjutnya, pilih h = te; = (¢,0),
bentuk
f(xo + h) = f(xo) + T(h) + ||hlle(xy, h)
& f(xo + h) = f(xo) = f'(x0)(h) + ||klle(x0, h)
akan menjadi
t
flxo + tey) — f(xo) =01 az} [ ] + ItleCaxo, tey)
= f(xg +te) — fxg) = at + |tle(xy, ter)
= lim[f (xo + tey) = f(xo)] = lim[ayt + [t]e(xo, teq)]
Perhatikan bahwa ketika |t| — 0, nilai e(x,, te;) — 0, sehingga
lim[f (xo + teq) — f(xo)] = lim[ay ]

= lim
t—0 t

f(ro+t,sp) — f(ro,so)l — lim [&t]
t—0

t
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N %1_{13 f(ro+t, 502 - f(ro,so)l -
N {P_{% lf(ro t 502 - f(ro,So) } _a =0

Akibatnya a; = %(rojso). Kemudian dengan argumen yang sama dengan
menggunakan h = te,, berlaku juga bahwa a, = %(ro_so). Dengan demikian,

didapat bahwa [f'(x)] = [ (xg) L (x,) |
Metode diatas merupakan ilustrasi untuk mencari matriks [f'(x,)] ketika

daerah asal fungsi f pada R™ dan daerah hasil pada R™. Transformasinya

ditentukan oleh himpunan dari koordinat fungsi

V1 =f1(x1""'xn)
f: :
Ym =fm(x1""rxn)

Pada kasus fungsi f: R®™ - R™, ¢ € R", fungsi f terdiferensial di c jika ada
fungsi linear L : R"™ — R™, dan untuk setiap & > 0, terdapat §(e), sedemikian
sehingga jika x € R™ dan ||x — c|| < §(e), maka

If () = f(€) — L(x — Ol < ellx — ell.
Fungsi linear L dinamakan turunan dari f di ¢, dan dinotasikan sebagai

L=f(c).

Teorema 3.1.3.1
Jika f: R"™ - R™ terdiferensial di x, maka turunan parsial dari semua fungsi

koordinat ada dan

[of* N ol
[F(0)] R
xX)| = : :
afm afm
L_xl (x) - ox, (x)
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Bukti :
Berdasarkan definisi turunan, maka terdapat transfomasi linear T yang

direpresentasikan oleh matriks [a;], i=1,--,m, j=1,-,n, sedemikian
sehingga untuk h = te;, berlaku
0

I[fl(x+ tej)]I 1] [an ap -~ @ 0] I[el(x,tej)]l

|FPateg) ||| jan g o Gy et

fm(x+ tej)J > (x)J A1 Amz ... G lOJ e™(x,te;)
Matriks dikatakan sama jika dan hanya jika setiap entrinya sama, sehingga untuk
setiapi =1,---,m, berlaku

fi(x+te) — fi(x) = tay + |tle'(x, te;)

Perhatikan bahwa x = (xq,::-,x,), dengan argumen yang sama seperti kasus

sebelumnya, didapat bahwa

ix’...,x.+t.,...’x -2 ix’...,x a i
t—0 t 0x;

Jadi benar bahwa turunan parsial dari semua koordinat fungsi ada dan
aft aft
[a—xlm m“‘)] W
: : =[ P ] °
afm aofm
[f @ - = (x)J

8x1

Jikan UCS L dan f: U — M terdiferensial sepanjang U, maka f’ adalah
pemetaan dari U ke transformasi linear T : L — M. Akibatnya, jika fungsi f
terdiferensial pada suatu titik, maka akan berlaku hubungan dua arah f kontinu

dan f’ kontinu pada pada titik tersebut.

Teorema 3.1.3.2
Misalkan f : R™ — R™. Jika f terdiferensial di ¢ € R", maka f kontinu di c jika
dan hanya jika f’ kontinu di c.
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Bukti:
Pertama, jika f’ kontinu di ¢, akan ditunjukkan bahwa f kontinu di c. Perhatikan
bahwa f terdiferensial di c¢. Akibatnya ada fungsi linear L:R" — R™,
sedemikian sehingga ¢ > 0, terdapat §(¢), sedemikian sehingga
If(x) = fle) —Lx— o)l < ellx —cll
ketika ||x —c|| < 6(¢), x € R". Berdasarkan ketaksamaan segitiga, didapat
bahwa
If () = fFCOll = IL(x = )l < [If(x) = f(e) — L(x —o)ll.
Dengan demikian, berlaku bahwa
IfCe) = fFOll = lIL(x — o)l < ellx —cl|
= [f(x) = fOll < l[L(x =)l + ellx —cll
Perhatikan bahwa L fungsi linear dari R™ ke R™, sehingga berdasarkan Teorema
2.3.3.4, akan terdapat konstanta positif A, sedemikian sehingga untuk x,c € R",
berlaku bahwa
IL(x — o)l < Allx —ll.
Dengan demikian didapat bahwa
If Ce) = fF(Oll < [IL(x — )l + llx —cll
< Allx —c|l + llx — ¢l
=(A+e)|x—cl
< (A+¢)d(e)

= &1.

€1

(A+e)’
lx — c|| < &(¢), berlaku || f(x) = f(c)|| < &;.Jdadi f kontinu di c.

Kedua, jika f kontinu di ¢, akan ditunjukkan f” kontinu di c. Perhatikan bahwa f

Berarti, untuk setiap & < 0, terdapat &(¢) =

sedemikian sehingga, jika

terdiferensial di ¢, maka dengan argumen yang sama, didapat bahwa
ILCx — o)l < Allx —cll,
dengan L fungsi linear, x,c € R" dan A konstanta positif. Selanjutnya, ambil

sebarang € > 0, terdapat § = i, sedemikian sehingga, jika ||x — c|| < &, berlaku

IL(x) — LI = IL(x =)l < Allx —c|| < A5 = &.
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Perhatikan bahwa L merupakan turunan dari f di ¢, maka berlaku bahwa f’

kontinu padac. e

Dalam kasus pemetaan dari bidang ke dirinya sendiri yang didefinisikan

sebagai

L u=g(s)
(3.5) f: v.=h(r,s)
turunan dari f'(x) adalah transformasi linear yang direpresentasikan dengan
matriks

ag ag

; FlCO Rl €))
[Feo1 =9

T

Berdasarkan Teorema 3.1.3.1, jika turunan secara umum ada, maka begitu
juga turunan parsial dari fungsi koordinatnya. Tetapi, apabila turunan parsial dari
fungsi koordinatnya ada, belum tentu turunan secara umumnya ada. Berikut ini
teorema yang menjelaskan apabila terdapat turunan parsial dari fungsi
koordinatnya dan fungsinya kontinu, maka akan dijamin bahwa terdapat turunan

Secara umum.

Teorema 3.1.3.3
Jika f : U - R™ didefinisikan sebagai koordinat fungsi kontinu yang memiliki
turunan parsial setiap titik pada himpunan buka U € R", maka f'(x) ada untuk

setiap x € U.

Bukti:

Ambil sebarang x € U. Pertama, akan diambil terlebih dahulu kasus ketika nilai
m = 1, sehingga fungsi f : U —» R. Perhatikan bahwa f kontinu di ¢ dan f;
terdiferensial di ¢, maka berdasarkan Teorema 3.1.3.2, f'; kontinu di c. Artinya,
untuk setiap € > 0, terdapat 6(¢), sedemikian sehingga jika ||y — c|| < §(e) dan

j=12,-,n, maka
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(3.6) |~ L)~ j—i(e)” <e

Misalkan  x = (x1,%2,*,x,), ¢€=(cq,¢,+,¢), dan  uq, Uy, -, Uy
dinotasikan sebagai titik

Uy = (€1, %2, X)), Uy = (€1,C2, X3, 7%, X )y *+y U = (€1, €207, G, X))
Dengan demikian didapat bahwa uy, = u dan u,, = c. Jika ||lu — c|| < &(¢), maka
berlaku juga bahwa |lu; — c|| < 8(e) untuk j = 1,2,---,n. Kemudian selisih

antara f(u) — f(c) dinotasikan sebagai

fQu) - f(c) = Z[f(u,-_l) — f(w)].

Dengan mengaplikasikan Teorema 2.2.3.4 (Teorema Nilai Rata-Rata), didapat

titik &; yang berada pada segmen garis w;_; dan u;, sedemikian sehingga

o) = Fa) = (5 - )f--
Dengan demikian, didapat bahwa

£ - f(e) - Z(x a—f ©

- Z[f(uj_l) )] Y-

S

< )3 = D G- ) 35 ©

o ot 1256

Perhatikan bahwa berlaku (3.6) sehingga bentuk

of _
lax

M: T

(C)l

secara umum didominasi oleh e. Akibatnya, berdasarkan Teorema 2.1.1.4 dan

2.1.1.5, maka didapat hubungan bahwa
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0 0
Z(xj - ) [éﬁ] —a—,{(C)l

J

=
Seo-oftta- 2o
2, |

of _ of
Zl w5 @

d

_Z|u—c||<fsup{‘af— )
j=1 7

< illu — cll(vne)

j=1

< nllu — c||(Vne)
= |lu — cll(nvVne).

Dengan demikian,

5 9
£~ =Y (35~ ¢) o (@)
j=1 !

(xj %)[af_ 1(0)]

< |lu — cli(nvne).
Jadi, didapat bahwa f terdiferensial di ¢ dan turunannya adalah Df(c) fungsi

linear dari R™ ke R dengan nilai

n

0
PIO@ =Y 55 (@)

j=1
di titik z = (24, 2y, -*+, z,) pada R"™. Untuk nilai m > 1, digunakan argumen yang
sama untuk fungsi bernilai real f;,i = 1,2, ---, m sehingga fungsi memiliki turunan

pada R". e
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Berdasarkan teorema 3.1.3.2, didapat bahwa jika f kontinu dan
terdiferensial di x,, maka f’ kontinu di x,, dimana f’ adalah fungsi linear
(transformasi linear). Kemudian, berdasarkan Teorema 3.1.2.3, maka f’ fungsi
linear terbatas. Dengan demikian, untuk setiap h € L, berlaku

If' (xRl < llf" (xo) Il Al
Selain itu, f'(xy) merupakan anggota dari ruang linear bernorm L(L, M) dan
kontinu dimana f':U—>L(L,M). Sifat fundamental dari diferensial akan

dijelaskan dibawah ini, yang dinamakan aturan rantai.

Teorema 3.1.3.4 (Aturan Rantai)
Misalkan L, M dan N adalah ruang linear bernorm, dan misalkan U dan V" adalah
himpunan buka masing-masing pada L dan M. Misalkan f : U > M dan g : V —
N, keduanya kontinu dengan f(U) < V. Jika y, = f(x,) dan jika f'(x,) dan
g’ (¥y) keduanya ada, maka H = g o f terdiferensial di x, dan

H'(x0) =g o) © f (x0).

Bukti:
Perhatikan bahwa f'(x,) dan g'(y,) ada, maka untuk nilai h € U dan k € V/,
keduanya bernilai sangat kecil, maka berlaku
f(xo 4+ h) = f(x0) + f (x0)(h) + | |hlle; (R),
9o+ k) = go) + g (o) (k) + || Fell ez (Fo).
Dengan demikian,
H(xo +h) = glf (xo + )] = g[f (x0) + f (x0)(R) + [[hll&; (R)].
Konstruksi k = f (x9)(h) + [|h||e,(h), maka
lIEll = llf (xo) (R) + [l Rlle; (R
< If ()W + [[I1Rlle; ()|
< IIf (o) llIRI + llRlle (R
= IR Ceod Il + ller (RO
Akibatnya, jika h — 0, maka k — 0. Perhatikan bahwa
H(xg + h)
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= g[f(xo + b)]
= g[f (x0) + f (x0)(h) + ||hll&1 (B)]
= g(f(xo) + k)
=9(yo + k)
= g(o) + 9 o) (k) + || klle; (k)
= go) + 9 W) (f (x) () + ||hlle; (W) + [Ikl|e, (k)
=gyo) + g’(}'o)(f’(xo)(h)) + 9 o) (lklley(h)) + |lklle; (k)
= go) +[g9 @) ° f (x)I(R) + g" o) (IlRlle; (W) + lIklle (K)
Perhatikan juga bahwa
likllex (k) < 1R (o) Il + lley (R) [l Tez (k)
< [|RIIIF (xo)llez () + lle (B lle, (k)]
Dengan demikian,
g @o)(lIklley (R)) + lIklle, (k)
< g o) (Ilklley(R)) + R[N (xo)lle2 () + Il (B)|le, (k)]
= [lkllg' o) (&1 (W) + IRII[IIf (xo) lle2 (k) + Il (R)lle2 (k)]
= [lkll[g’ @o)(e1(W) + IIf (xo)lle2 (k) + llex () |2 (K]
dimana, g'(¥9)(&1(R)) + IIf (x)lle2 (k) + |1 (h)||e2 (k) € N. Akibatnya
H(xy + h)
< g(¥0) + g o) © f (x0)1(h)
+IRll[g' o) (e1 (W) + IIf (xo)llez (k) + lleg (R) |2 (K]
Perhatikan bahwa g (y,) o f (x,) adalah transformasi linear, karena g’ (y,) dan

f'(x,) keduanya transformasi linear. Jadi H terdiferensial di x, dan
H(x)=g @) of (x0). o

Apabila L, M dan N berdimensi hingga, maka g (y,) dan f (x,) keduanya
dapat direpresentasikan oleh matriks. Aturan rantai dapat direpresentasikan juga
oleh matriks H' (x,), dimana [H (x)] = [g' (Wo)1[f (x0)].
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Selanjutnya, akan dijelaskan juga tentang bentuk turunan kedua. Sebagai
ilustrasi, akan digunakan contoh spesifik. Misalkan f: R®* > R yang
didefinisikan oleh

f(r,s) =r?+ 3rs + 5s2.
Dengan demikian
[f'(r,s)] = [2r +3s  3r + 10s].
Selanjutnya, definisikan pemetaan f* dari vektor (r,s) ke vektor (u,v) yang
memenuhi kondisi

£ u=2r+3s
"v=3r+10s

Bentuk diatas, sama seperti (3.5), sehingga untuk menemukan turunan dari f’

adalah

i _ 2 3
Turunan diatas dinamakan turunan kedua dari f.

Ilustrasi dari hasil diatas, diberikan oleh komputasi berikut.

f:RZ>R
f(x): R”2>R (linear)
f’ : R? > R?

f (%) : R* > R?* (linear).

Perhatikan bahwa f~ (x)(h) adalah elemen dari R?. Jika elemen tersebut
merupakan matriks yang ditentukan dari transformasi linear [f~ (x)(h)](k), maka
mengakibatkan k € R?. Bentuk [f (x)(h)](k) linear untuk h = (hy,h,) dan
k = (kq, k,). Berdasarkan hal tersebut, f (x) adalah transformasi bilinear dari
R? x R? ke R. Bentuk diatas dapat dinotasikan juga sebagai f (x)(h, k).

Selanjutnya akan dibahas fungsi yang sebelumnya terdefinisi pada U € R",
dapat diganti menjadi fungsi yang terdefinisi pada U < L. Asumsikan bahwa
fungsi f kontinu pada U dan memiliki turunan pada U, maka berdasarkan
Teorema 3.1.1.2, f' kontinu pada U. Fungsi f yang kontinu dan terdiferensial,
dinamakan sebagai fungsi terdiferensial kontinu. Sebelumnya diketahui bahwa

U - L(L,M).
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Jika fungsi f' terdiferensial di x € U, maka terdapat transformasi linear dari L ke
L(L,M)

f(x): L - L(L,M).
Dengan demikian, (f" (x))(h) € L(L,M) dan terdapat juga pemetaan
[(f" (x))(R)](Kk) untuk k € L. Bentuk[(f" (x))(h)](k) adalah linear untuk h
maupun k. Dengan demikian £~ (x) adalah transformasi bilinear dari L x L ke M,

yang dinotasikan sebagai (£~ (x))(h, k).

Teorema 3.1.3.5

Misalkan f : U — R kontinu dan terdiferensial pada himpunan konveks buka
U c L. Jika f" (x) ada pada U, maka untuk setiap x, x, € U, terdapat s € (0,1)
sedemikian sehingga

' 1 .
fG) = f(xo) + f (xo)(h) + 5 f (% + sh)(h b).

dimana h = x — x,.

Bukti:
Ambil sebarang x, x, € U. Misalkan
¢: (ab) - R,

dengan (a, b) memuat interval [0,1], dan ¢ didefinisikan oleh

@(t) = f(xo + th).
Dengan menggunakan aturan rantai, didapat bahwa

@ (t) = f (xo + th)(h).
Kemudian, misalkan 6(t) = f (x, + th)(h), maka dengan aturan rantai juga,
didapat
@ () =0'(t) =f (xo+th)(h h).

Perhatikan bahwa, untuk t > 0, terdapat s € (0, t) sedemikian sehingga

, 1,
() =90+ (0)t+50¢ (02,

Dengan pensubstitusian nilai, maka didapat
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) 1 .
o) = @0) + ¢ (0)t + A4 (0)t?
= f(xo + th) = f(xo + Oh) + f (xo + Oh)(h)t + %f” (xo + sh)(h, h)t?

. 1 .,
= f(xo +th) = f(xg) + f (xo)(th) + Ef (xg + sh)(th, th).

Ambil t = 1, maka
. 1.,
f(xo +h) = f(x) + f (x0)(h) +§f (xo + sh)(h, h)
: 4
= f(xg +x—x9) = f(x0) + f (x0)(R) +5f (xo +sh)(h, h)

; 1,
= f)=fx0) +f (xo)(W) +5f (xo +sh)(hh). o

3.2. HIMPUNAN KONVEKS DAN HIMPUNAN AFFINE

Misalkan U subset dari ruang linear L. Himpunan U konveks jika untuk
setiap x,y € U, mengakibatkan z = [ax + (1 — a)y] € U, untuk setiap a €
[0,1]. Dengan cara yang sama, himpunan U affine jika z € U, untuk setiap a € R.
Dalam interpretasi geometri, himpunan konveks harus memuat segmen garis yang
menghubungkan sebarang dua titik pada himpunan tersebut. sedangkan himpunan
affine harus memuat keseluruhan garis yang melewati sebarang dua titik pada
himpunan tersebut. Dengan demikian, setiap himpunan affine pastilah himpunan
konveks, tetapi tidak berlaku sebaliknya. Sebagai contoh, himpunan kosong dan
himpunan yang hanya memuat satu titik, merupakan himpunan konveks sekaligus
affine.

Contoh himpunan konveks pada R? antara lain, segmen garis, interior dari
segitiga dan ellips, dan bentuk yang lain seperti pada Gambar 3.1. Himpunan
affine tak trivial, subset dari himpunan R?, didefinisikan sebagai garis lurus.
Perhatikan bahwa subset tak trivial dari R? melewati titik pusat dan himpunan
affine dapat dideskripsikan sebagai pergeseran dari subruang tersebut (Gambar

3.2). Deskripsi diatas juga sama untuk sebarang ruang linear L.
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Gambar 3.1

nimpunan affine x, +

subruang W

Gambar 3.2

Secara umum, suatu ruang linear atau ruang linear adalah suatu himpunan
konveks sekaligus himpunan affine. Alasannya adalah, jika diambil sebarang
x,y € V, V ruang linear atau ruang linear, maka ax € V dan (1 — a)y € V, untuk
setiap a € R, sehingga

z=ax+(1—-a)y€eV.

Teorema 3.2.1
Himpunan U < L affine jika dan hanya jika U merupakan hasil pergeseran dari

subruang pada L.
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Bukti:
Pertama, jika U merupakan hasil pergeseran dari subruang pada L, akan
ditunjukkan bahwa U affine. Perhatikan bahwa U merupakan hasil pergeseran dari
subruang pada L, maka
U=xo+W ={xy+w;we W}
dengan x, sebarang titik dari L dan W subruang dari L. Dengan demikian, jika x;,
x, € U, maka keduanya dapat dibentuk menjadi
X1 =Xy + wy, X, =X+ ws.
Kemudian ambil sebarang @ € R. Perhatikan bahwa
ax;+ (1 —a)x; =alxg+wy) + (1 —a)(xg +wy)

=axo+aw; +(1—a)xy+ (1 —a)w,

= axg +awy +xy — axy + (1 — a)w,

=x, +aw; + (1 — a)w,.
Perhatikan juga bahwa W adalah subruang, maka aw; + (1 —a)w, € W.
Dengan demikian, untuk setiap @ € R, ax; + (1 —a)x; € xo + W = U. Jadi U
affine.
Kedua, jika U affine, akan ditunjukkan bahwa U merupakan pergeseran dari
subset pada L. Misalkan x, sebarang elemen di L dan konstruksi

W =-—xy+U.
Jika wy dan w, sebarang dua elemen pada W, maka w; dan w, dapat dibentuk
menjadi
w| = —Xxy + Xy, W, = —Xy + X3, X1,Xy EU.

Pertama, akan dibuktikan bahwa penjumlahan sebarang dua elemen pada W

berada pada . Perhatikan bahwa

1 1
wq + Wy, = (—xO + xl) + (—xO + xZ) = (_xO) + (_xO) + 2 <§x1 + EX2>.
Misalkan le + %xz) = y. Perhatikan bahwa x;,x, € U, U affine dan a = %

maka didapat
1 1
ax;+(1—a)x, = (EX1 +§x2) =yel.
Dengan demikian, didapat
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wy+w, = (—xp) + (—xp) + 2y.
Misalkan z = (—x,) + 2y. Perhatikan bahwa —x,, y € U, kemudian dengan nilai
a = 2, maka didapat
ay+ (1 —a)xg=(—xp)+2y=2z€U.
Dengan demikian, didapat
wi+w, =(—xy)+z€U.
Kemudian, ambil sebarang a € R, akan ditunjukkan bahwa perkalian skalar
dengan elemen di W berada di W. Perhatikan bahwa
aw; = a(—xy + x1)
= —axy + ax;
= —ax, + ax; + xy — X
= —xo + ax; + (1 — a)x,.
Misalkan y = ax; + (1 — a)x,. Perhatikan juga bahwa x4, x, € U, dan U affine,
maka y € U. Dengan demikian
aw; = —xg+ax;+ (1 —a)xg=—x,+y€U.
Jadi, didapat bahwa baik penjumlahan atau perkalian skalar elemen di W berada

pada W, sehingga W adalah subruang. e

Jika @; € R, dan Y7, a; = 1, maka x = )" ; a; x; dinamakan kombinasi
affine dari x{,x,,---,x, elemen dari ruang linear L. Jika >, a; = 0, maka
x =), a; x; dinamakan kombinasi konveks dari x{,x,,---,x, elemen dari

ruang linear L.

Teorema 3.2.2
Misalkan U < L adalah konveks (affine) jika dan hanya jika setiap kombinasi
konveks (affine) dari titik-titik pada U berada pada U.

Bukti:
Sebagai permulaan, akan ditunjukkan untuk fungsi konveks dan kombinasi
konveks terlebih dahulu. Pertama jika setiap kombinasi konveks dari titik-titik
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pada U berada pada U, akan ditunjukkan U konveks. Jelas sekali bahwa jika setiap
kombinasi konveks berada pada U, maka U konveks.

Kedua, jika U konveks, akan ditunjukkan setiap kombinasi konveks dari titik-titik
pada U berada pada U. Pembuktian akan menggunakan induksi matematika.

Perhatikan bahwa

n

x=2aixi, x; €U.

i=1
Untuk n = 2, maka
X = a;x1 + azx;.
Piliha, =1 —a;,dan 0 < a; < 1. Akibatnya bentuk
X=a1x1 +ax; =a;x; + (1 —ap)x, € U.

Dengan demikian, untuk n = 2, berlaku jika setiap kombinasi konveks dari U
berada di U, maka U konveks. Sekarang asumsikan bahwa untuk n, pernyataan
diatas benar, akan ditunjukkan bahwa untuk n + 1, pernyataan diatas juga benar.

Ambil sebarang «; € [0,1], sedemikian sehingga i, @; = 0. Perhatikan bahwa
n+1

n
Z ax; = z aiX; + Api1Xp41
i=1 i=1

n

Z a;X; + Xn+1Xn+1
i=1

— 1—any
1-an

n
4]
=1 -ay41) i + A1 Xn41-
=1 — Ony1

dengan a, .1 # 1. Misalkan

n
a;
y=) %
=1 L On+1

sehingga didapat
n+1 n
a.
z aix; = (1 — apyq) Z 1—lxi + a1 X1 = (1= api)yY + A1 Xn g1
— o — Q41
i=1 i=1
Perhatikan bahwa untuk n kombinasi konveks berada pada U. Dengan demikian

y € U. Perhatikan juga bahwa y, x,, .1 € U, a,4+1 € [0,1) dan U konveks, maka
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(1 - an+1)y + an11Xn41 € U.

Dengan demikian
n+1

ZQixi evV.

i=1
Pada pembuktian diatas telah ditunjukkan untuk kasus himpunan konveks. Pada
pembuktian dibawah ini akan ditunjukkan untuk himpunan affine dan kombinasi
affine. Dengan argumen yang sama seperti himpunan konveks, jika berlaku setiap
kombinasi affine dari U berada pada U, maka U himpunan affine. Sekarang, jika U
himpunan affine, akan ditunjukkan bahwa setiap kombinasi affine dari U berada
pada U. Pembuktian juga akan menggunakan induksi matematika. Pilih @; € R,
dan @ =1 — a4, maka a; + a, = 1. Dengan demikian, untuk n = 2, maka
kombinasi affine
xX=aa1x1 +ax; =ax; + (1 —ay)x, € U.

Selanjutnya, asumsikan untuk n, pernyataan diatas benar, maka akan ditunjukkan
untuk n + 1, pernyataan diatas juga benar. Ambil sebarang «; € R, sedemikian

sehingga Y.i-, @; = 1. Perhatikan bahwa

n+1 n

a;
Z a;x; = (1—ay4q) z 1 + ap 1 X041
i=1 =T It

dengan a,, .1 = 0. Misalkan

n
a;
y=) —x.
— B On+1
i=1

sehingga didapat

n+1

Z a;x; = (1= a,41)y+ a1 X041
i=1

Perhatikan bahwa untuk n kombinasi affine berada pada U. Dengan demikian
y € U. Perhatikan juga bahwa y, x,, .1 € U, a,,;1 = 0 dan U konveks, maka

(1 - ap41)y + 1 Xp41 € U.
Dengan demikian
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n+1

ZQixi evV.

i=1
Jadi, telah terbukti, baik untuk himpunan konveks maupun himpunan affine,
kombinasi konveks maupun affine-nya berada pada himpunan konveks tersebut,

dan berlaku juga sebaliknya. e

Teorema 3.2.3

Jika {U,}, a € A, sebarang keluarga dari himpunan konveks (affine), maka
M; = Ngea U, adalah konveks (affine). Jika {U,} himpunan konveks (affine)
berantai (artinya untuk «,f € A, berlaku U, € U; atau Ug € U,), maka M, =

Ugqea U, adalah konveks (affine).

Bukti:
Ambil sebarang x, y € M;. Perhatikan bahwa M; = N,eq U,, maka setiap elemen
di M,;, berada pada U,, untuk setiapa € A. Perhatikan juga bahwa
U,,untuk setiap @ € A konveks. Dengan demikian, V 8 € [0,1].

Bx+ (A -p)yeu,, Vac€A,
sehingga fx + (1 — B)y € M;. Jadi didapat bahwa M; konveks.
Sekarang, ambil sebarang x,y € M;. Perhatikan bahwa M; = N,e4 U,, Maka
setiap elemen di M;, berada pada U,, untuk setiap @ € A. Perhatikan juga bahwa
U,,V a € A affine. Dengan demikian, untuk setiap 8 € R.

Bx+ (1 =Ly € Uy, Vac€EA,
sehingga Sx + (1 — B)y € M. Jadi didapat bahwa M, affine.
Kasus selanjutnya, ambil sebarang x,y € M,. Perhatikan bahwa M, = U,ea U,
adalah himpunan berantai, maka setiap elemen di M, berada pada U, ,a; € A4,
dimana U, € U,,, untuk setiap a € A. Perhatikan juga bahwa U,, konveks.
Dengan demikian, untuk setiap 8 € [0,1]

Bx+ (1—pB)y € Ug,,

sehingga fx + (1 — B)y € M,. Jadi didapat bahwa M, konveks.
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Kemudian, ambil sebarang x,y € M,. Perhatikan bahwa M, = U,¢4 U, adalah
himpunan berantai, maka setiap elemen di M, berada pada U,,,a; € A, dimana
Uy € U,,,V a € A. Perhatikan juga bahwa U,, affine. Dengan demikian, untuk
setiap f € R

Bx+ (1 - By € Uy,
sehingga fx + (1 — B)y € M,. Jadi didapat bahwa M, affine. e

Irisan dari semua himpunan konveks yang memuat himpunan U dinamakan
konveks hull dari himpunan U. Dengan argumen yang sama, irisan dari semua
himpunan affine yang memuat himpunan U dinamakan affine hull dari himpunan
U. Akibatnya, berdasarkan Teorema 3.2.1.3, maka konveks hull adalah konveks,

dan affine hull adalah affine.

Teorema 3.2.4
Misalkan U € L. Konveks (affine) hull dari U memuat dengan tepat semua

kombinasi konveks (affine) elemen dari U.

Bukti:

Terlebih dahulu, akan dibuktikan untuk kasus konveks hull. Misalkan H(U)
dinotasikan sebagai konveks hull dari U dan K(U) himpunan semua kombinasi
konveks elemen dari U. Perhatikan bahwa U € H(U) dan H(U) himpunan
konveks. Berdasarkan Teorema 3.2.1.2, didapat bahwa K(U) < U, maka K(U) <
H(U). Selanjutnya akan ditunjukkan H(U) € K(U). Ambil sebarang x,y €
K (U), dan notasikan

n

m
xzzaixi’ y=) By
=1

i=1 j
Misalkan

z=yx+(1-y)y
= VE a;x; + (1 _)’)Zﬁj}’j:
i=1 =1
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dimana y € [0,1]. Perhatikan bahwa

n

m
zaiZO, 2,31=20,
i=1

i=1

sehingga
Vzai +(1—y)z,8,- >y.0+(1—-y).0=0.
i=1 j=1

Dengan demikian z € K(U), sehingga K(U) himpunan konveks yang memuat U.
Akibatnya, H(U) € K(U). Jadi, karena K(U) dan H(U) saling subset, maka
H(U) = K(U).

Selanjutnya, pembuktian untuk himpunan affine hull. Misalkan A(U) dinotasikan
sebagai affine hull dari U dan B(U) himpunan semua kombinasi affine elemen
dari U. Perhatikan bahwa U € A(U) dan A(U) himpunan affine. Berdasarkan
Teorema 3.2.1.2, didapat bahwa B(U) € U, maka B(U) € A(U). Selanjutnya
akan ditunjukkan A(U) < B(U). Ambil sebarang x,y € A(U), dan notasikan

n m
x=zaixi: y=z,3j}’j-
i=1 j=1
Misalkan

z=yx+(1-y)y

n m
- VZ a;x; + (1 —)’)Zﬁjy]',
i=1 =1

dimana y € R. Perhatikan bahwa
n m
Z a; =1, Zﬁi =%
i=1 i=1

sehingga

n m
Vzai+(1_y)2ﬁj =y+1-y=1
i=1 j=1

Dengan demikian z € A(U), sehingga A(U) himpunan affine yang memuat U.
Akibatnya, A(U) € B(U). Jadi, karena A(U) dan B(U) saling subset, maka
A(U) =B(U). e
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Teorema 3.2.1.4 dapat berimprovisasi jika L = R". Misalkan H(U) terdiri
dari semua kombinasi konveks n + 1 atau lebih kecil elemen-elemen U. Sebelum
dibahas lebih lanjut, akan dijelaskan terlebih dahulu dimensi dari himpunan
konveks. Jika U affine, dimensi dari U adalah dimensi dari subruang yang
menggeser U pada Teorema 3.2.1.1. Secara lebih umum, jika U konveks, dimensi

dari U adalah dimensi affine hull dari U.

Teorema 3.2.5

Misalkan M subset dari ruang linear L. Jika M = A({xq, x4, :**, x,,}) affine hull
dari himpunan berhingga N = {xy, x¢,-:-,x,}, maka M merupakan hasil
pergeseran dari subruang A({0,x; — x¢, -, x,, — Xp}). M berdimensi n jika dan

hanya jika {x; — xg, -, x,, — X} himpunan bebas linear.

Bukti:
Misalkan {U,},a € A adalah keluarga himpunan affine yang memuat N. Ambil
sebarang x; € M, maka x; € U,, untuk setiap «. Perhatikan bahwa U, affine,
sehingga berdasarkan Teorema 3.2.1.1, U, merupakan hasil pergeseran subruang
W , yang dinotasikan sebagai
U, =x9+W, x9€U,.
Dengan demikian, untuk w; € W ,dan x; € U,, berlaku
w; = Xx; — X;.
Misalkan w; dan w, sebarang dua elemen pada W, dimana berlaku bahwa
Wi = X1 — Xg, W, = X, — Xg. Perhatikan bahwa, untuk setiap a € R, berlaku
z=aw;+ (1 —-a)w,

= a(xy—x9) + (1 — a)(x, — x¢)

=ax;+ (1 —-—a)x, —axy— (1 —a)x,

= ax; + (1 — a)x, —axy — xy + ax

=ax; + (1 —a)x, — x,.
Misalkan y = ax; + (1 — a)x,. Sebelumnya, diketahui bahwa U, affine, maka

bentuk y € U,. Akibatnya
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z=ax;1+ (1 —a)x,—xp=y—x9 EW.
Dengan demikian, W adalah affine. Perhatikan bahwa W adalah himpunan affine
terkecil yang memuat W, maka W adalah affine hull dari W, W = A(W). Jadi
telah terbukti bahwa M adalah hasil pergeseran affine hull

W ={0,x; —xp,"*, X, —Xo}. ®

Teorema 3.2.6 (Teorema Caratheodory)

Jika U < L dan konveks hull H(U) berdimensi m, maka untuk setiap z € H(U),
terdapat m + 1 titik dari U sedemikian sehingga z kombinasi konveks dari titik-
titik tersebut.

Bukti:
Ambil sebarang z € H(U). Misalkan xg, x4, -, x,, titik-titik pada U, dimana z

merupakan kombinasi konveks dari titik-titik tersebut. Dengan demikian

n

ZzZ = Z a; x;,

i=0
dimana a; > 0,x; € U, dan ), a; = 0. Sekarang, misalkan B = {x(, x4, ::-, x,, },
dann = m + 1. Perhatikan bahwa

dim(affine hull B) < dim(affine hullU) =m <n— 1.
Berdasarkan Teorema 3.2.1.5, didapat bahwa {x; — xy, -, x,, — xo} himpunan
tak bebas linear. Dengan demikian, terdapat konstanta Sy, 85, -+, B, dimana nilai

B; tidak semuanya nol, untuk i = 1,2, --- n, sedemikian sehingga

iﬁi(xi —xp) = 0.
i=1

Misalkan B, = — X, B;. Akibatnya
z Bix; = Poxo + Z pix; — Z Bixo + 2 Bixo
i=0 i=1 i=1 i=1

= Boxo + 2 Bi(x; — x0) — Boxo
i=1
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= iﬁi(xi —x) =0
i=1

Selain itu,

zﬁi =iﬁi+ﬂ0 =—Bo+ o =0.
i=1

i=0
Perhatikan bahwa semua nilai «; positif. Pilih bilangan positif t, sedemikian
sehingga y; = a; — tB; =0, untuk setiap i = 0,1, -:-,n. Dengan demikian, untuk

suatu k, nilai y, = 0. Akibatnya berlaku,

n

ZzZ = Eaixi

i=0

n
= Z(Vi + tB)x;
i=0
n n
3 z YiXi + z tBix;
i=0 i=0
n n
= Zyixi + tz Bix;
i=0 i=0
n
= Z YiXi + t0
i=0
n
= Z YiX; + 0
i=0

= z YiXi-

i=0,i+k
Selain itu,
n n n
Z Yi = Zyz Z(a tﬁl :Z tZBi:zaiZO-
i=0,i#k i=0 i=0 i=0

Berdasarkan hal diatas, didapat bahwa z merupakan kombinasi konveks dari n
titik, vyaitu xq, x5+, Xi, Xp41, -+, X, Sebelumnya, telah dimisalkan bahwa

n = m + 1. Jadi, z merupakan kombinasi konveks dari m + 1 titik. e
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Konveks hull dari himpunan berhingga titik dengan bentuk
P =H({xo,x1,"*, %, }),

dinamakan polytope. Jika x; — xg, -, x,, — X bebas linear, maka P dinamakan
n-simplex dengan titik xg, x4, -+, x,,. Titik x pada n-simplex dapat ditulis sebagai
kombinasi konveks x =" ,a;x; dari titik-titiknya. Bilangan aq, aq,--,a,
dinamakan koordinat barisentris dari x.

Berikutnya, akan dibuktikan beberapa sifat dari ruang linear bernorm L
dalam konteks topologi. Perhatikan bahwa L adalah ruang linear bernorm, maka

konsep tentang himpunan tutup dan buka dapat dibuktikan.

Teorema 3.2.7

Jika U € L himpunan konveks, maka interior U° dan penutup U konveks.

Bukti:
Ambil sebarang x,y € U°, dan « € [0,1]. Perhatikan bahwa
z=ax+(1—-a)y.

Dengan demikian

u
z+u=ax+(1—a)y+u=a(x+a)+(1—a)y.

Misalkan ||u|| sangatlah kecil, maka (x + g) € U. Dengan demikian z + u € U,

sehingga z € U°. Jadi U° konveks.

Untuk kasus selanjutnya, ambil sebarang x,y € U dan a € [0,1]. Perhatikan

bahwa, berdasarkan Teorema 2.4.1, maka U tutup, dan terdapat barisan (x,,) dan

(y,,) pada U yang konvergen ke x dan y. Dengan demikian
z,=ax,+(1-a)y,»ax+(1—-a)y=2z2

dimana z € U. Akibatnya, z € U. Jadi U konveks. e

Teorema 3.2.8
Jika U buka pada L, maka konveks hull H(U) buka. Jika U kompak dan L
berdimensi hingga, maka H (U) kompak.
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Bukti:
Pertama, jika U buka pada L, akan ditunjukkan H(U) buka. Ambil sebarang U
buka pada L dan misalkan x € H(U). Dengan demikian, berdasarkan Teorema

3.2.1.4, x dapat dibentuk menjadi kombinasi konveks dari U, katakanlah

n

x=2aixi, xiEU.

i=1
Perhatikan bahwa )i, @; = 0. Akibatnya

n n

n
x+u=2aixi +Zaiu=2ai(xi+u).
i=1

i=1 i=1

Sebelumnya diketahui bahwa U buka, sehingga untuk nilai ||u|| yang kecil, maka
(x; +u) € U. Dengan demikian x +u € H(U). Jadi, untuk |lu|| yang kecil,
H(U) buka.

Selanjutnya, jika U kompak dan L berdimensi hingga, akan ditunjukkan bahwa
H(U) kompak. Perhatikan bahwa L berdimensi hingga, katankanlah m = dim L.
Berdasarkan Teorema 3.1.1.5, maka L isomorfis dengan R™. Selain Iitu,
berdasarkan Teorema Heine-Borel (3.1.1.3), cukup ditunjukkan bahwa H(U)
terbatas dan tertutup. Perhatikan bahwa U kompak, maka U terbatas dan tertutup.
Misalkan |[|x|| < r, untuk setiap x € U, € R. Ambil sebarang y € H(U), dan

berdasarkan Teorema 3.2.1.6, maka

m
y = z a; x;.

i=0

m m m
< Y lailllxl = Y ladilxl <) Jailr = 4.
i=0 i=0 i=0

Dengan demikian,

m

D

i=0

Iyl =

Jadi, H(U) terbatas.
Kemudian, untuk menunjukkan H(U) tertutup, akan ditunjukkan bahwa sebarang
barisan (x,) pada H(U) akan konvergen ke x elemen dari H(U). Berdasarkan

Teorema 3.2.1.6, maka berlaku
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m
Xp = z ainxl'n, xl'n e VU.
i=0

Perhatikan bahwa untuk setiap i, barisan (a; ) dan (x; ) terbatas, maka

keduanya akan memiliki subbarisan yang konvergen. Pilih bilangan positif n,,

sedemikian sehingga subbarisan (ai ) dan (xl- ) konvergen untuk setiap i,

ni ng

katakanlah masing-masing konvergen ke «; dan z;. Dengan demikian,

Perhatikan bahwa Aiy, 2 0 dan Y, T 0. Akibatnya, ketika k — oo, nilai
a; = 0 dan Y™, a; = 0. Perhatikan juga bahwa Xi, € U dan U tertutup, maka

z; € U. Akibatnya x € H(U). Jadi, karena (x,) - x, x € H(U), maka H(U)
tertutup. °

Selanjutnya, akan dibahas tentang konsep tentang hyperplane. Konsep dari
hyperplane di L didapat dari generalisasi tentang garis pada R? dan bidang pada
R3. Hyperplane H didefinisikan sebagai subset maksimal proper affine dari L
atau juga dapat didefinsikan sebagai hasil pergeseran dari subruang maksimal
proper dari L. Garis pada R? didefinisikan sebagai ax + by = ¢ dan bidang pada
R3 didefinisikan sebagai ax + by + cz = d. Jadi hyperplane dapat didefinisikan
sebagai sebuah persamaan. Berdasarkan Teorema 3.1.2.5, subruang maksimal

proper dari L adalah ruang nol N dari fungsional linear nontrivial f : L - R.
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Perhatikan bahwa H adalah hasil pergeseran dari N, sehingga untuk setiap z € H
dapat ditulis sebagai
Z=2y+x, X€EN.

Perhatikan juga bahwa f (x) = 0, untuk setiap x € N, sehingga

f(@) =f(zo+x) = f(z0) + f(x) = f(20) = .
Dengan demikian, setiap hyperplane dapat didefinisikan sebagai himpunan pada L
dengan bentuk
(3.7) H={z€L: f(z) = a, f nontrivial}.
Konvers dari pernyataan diatas juga berlaku. Jika H € L yang didefinisikan oleh
(3.7) untuk suatu fungsional linear yang nontrivial dan bilangan real a, maka
dapat dipilih sebarang z, € H dan himpunan N dengan bentuk

N={x€eL:x=z—12y,z€H}.

Perhatikan bahwa z(, z € H, maka f(z) = f(z,) = a. Akibatnya,

f)=f(z—-20) = f(2) - f(zg) =a—a=0.
Dengan demikian N adalah ruang nol dari f. Selain itu, berdasarkan Teorema
3.1.2.5, maka N subruang maksimal dari L. Perhatikan bahwa H adalah himpunan
dari semua vektor z = x + z,, dimana x € N. Dengan demikian, H adalah hasil
pergeseran dari N. Jadi H hyperplane.

Jika H hyperplane yang didefinisikan oleh (3.7), himpunan

fzel:f(z) <a}dan{z€eLl:f(z) = a}
adalah setengah ruang yang bergantung pada H. Jika U dan V berada pada
setengah ruang yang saling berlawanan, maka H membagi U dan V. Jika H
berada tepat diantara dua pergeseran dari H yang membagi U dan V, maka H
membagi kuat U dan V.

Hyperplane H mendukung U di x4 € U, jika x, € H dan U subset dari
salah satu setengah ruang yang bergantung pada H. Titik x, di himpunan konveks
U dinamakan titik ekstrim jika x, tidak berada pada titik interior dari segmen
garis U. Artinya, x, titik ekstrim jika tidak ada x;,x, € U dan a € (0,1)

sedemikian sehingga x, = ax; + (1 — @)x;.
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3.3 FUNGSI KONVEKS PADA RUANG LINEAR BERNORM

Fungsi konveks pada ruang linear bernorm adalah fungsi bernilai real yang
terdefinisi pada sebarang ruang linear bernorm L. Misalkan U € L, U konveks dan
definisikan

f:U->R
Perhatikan bahwa U konveks, maka jika x;,x, € U dan a € (0,1), maka ax; +
(1 —a)x, € U. Dengan demikian f terdefinisi di ax; + (1 — a)x,. Fungsi f
dikatakan konveks pada U, jika
flax, + (1 —a)x;] < af (x1) + (1 = a)f (x2).

Kesimpulan yang didapat adalah fungsi konveks bernilai hingga.

Misalkan xi,x,,x3 sebarang titik di U,tiga bilangan positif a4, a,, a3
sedemikian sehingga a; + a; + a3 = 1, dan f fungsi konveks. Perhatikan bahwa

flai1x; + ayx; + azxs)

ay(a; + as) g as(a; + as)
2
(az + a3) (a; + a3)

= f [alxl +

=/ [alxl g (72 T4 ((azc-zl-zag) X2t (az(fag) x3)]'

Perhatikan bahwa a, < a, + a3, maka e (0,1).Jikag = maka

+a3)'

a as + as ar a3

1-B=1- = -~ = .
g (aztasz) aytas a;tas (a;+as)

Dengan demikain, karena U konveks, maka
az as
Xy +
(az +a3)”? " (ay + a3)
Perhatikan bahwa £ fungsi konveks dan 1 — a; = @, + a3, sehingga didapat

ay a3
f ax (az - a3) (((Zz + a3) Xt (az + ag) x3>]

< arf(x) + (az + as)f ((azc:-zag,) 2t (achag)x3>

Bx, + (1 —PBlxz =

X3EU.

< a;f(x1) + (az + a3) [( )f( x;) + @ ZTQS)f(xs)]

= a1 f (x1) + azf (x2) + asf (x3).
Jadi didapat bahwa
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flaix; + ayx; + azx3) < aif(x1) + ayf (x2) + azf(x3).
Berdasarkan ilustrasi diatas, dengan pola yang sama untuk n titik di U, n

bilangan real positif dimana };*; a; = 1, dan f fungsi konveks, akan didapatkan

(3.8) fi apx; < i a; f(x;).
i=1 i=1

Relasi diatas, dinamakan ketaksamaan Jensen, yang sewaktu-waktu dipakai
untuk menjelaskan tentang definisi fungsi konveks.

Sebagian besar hasil pada subbab ini difokuskan pada sifat dari f di sebuah
titik khusus x,. Walaupun nantinya pada teorema, dijelaskan bahwa teorema yang
dijelaskan berlaku untuk sebarang titik x, € U, biasanya pembuktian akan
disederhanakan dengan memisalkan x, = 0 dan f(0) = 0. Hal ini dilakukan
tanpa mengurangi keumuman pembuktian. Alasannya adalah konsep dari fungsi
konveks f pada himpunan konveks U yang memuat x, ekuivalen dengan konsep
dari fungsi g pada himpunanV = {x € L : x + x, € U} jika didefinisikan

g(x) = f(x + x9) — f(x0).
Dapat ditunjukkan bahwa g konveks pada V.
Ambil sebarang x;, x, € V dan a € (0,1). Perhatikan bahwa
ax; + (1 —a)x; + x
=ax;+ (1 —a)x, +axg+ (1 — a)xg — (axg + (1 — a)xy) + xp
=alx; +x9)+ (A —a)(x, + xp) + x5 — x9 — axy + ax,
=alx; +xy) + (1 —a)(x; + x¢)
Perhatikan juga bahwa x; + x5, X, + xo € U dan U konveks, maka
a(xy +xp)+ (1 —a)(xy +x9) EU
Dengan demikian ax; + (1 —a)x, € V, sehingga V konveks. Akibatnya g
terdefinisi di ax; + (1 — a)x,. Perhatikan bahwa
glax; + (1 —a)xy)
= flax; + (1 — a)x, + xo) — f(x0)
= fa(x; + x0) + (1 — @) (xy + x0)) — £ (x0) + af (x0) — af (%)
S af(x; +x0) + (L —a)f(x2 + x0) — (1 — a)f (xp) — af (x0)
= a(f(x; +x0) — f(x0)) + (1 — &) (f(x2 + x0) — f(x0))

Agus Santoso, 2012
Fungsi Konveks Pada Ruang ...

Universitas Pendidikan Indonesia | repository.upi.edu



=ag(x) + (1 —a)g(xy)
Jadi, g konveks pada V.
Perhatikan  bahwa g(0) = f(0 + x,) — f(x9) = f(xg) — f(x9) = 0.
Dengan demikian, ketika x = 0, maka berlaku
gx) = f(x+x0) — f(x0)
= f(x) = f(x +x9) — g(x)
= flxo) = f(0+ xy) —g(0)
= f(xo) = f(x0).
Artinya, f pada saat di x,, identik dengan g pada saat di 0. Dengan Kata lain, f
terbatas lokal (kontinu, terdiferensial) di x, jika dan hanya jika g terbatas lokal
(kontinu, terdiferensial) di 0.

Jika f konveks pada himpunan buka U € L dan jika x, € U, maka untuk
sebarang nilai y € L, fungsi g adalah konveks, dimana fungsi g didefinisikan oleh
g(®) = f(xo + ty),

untuk t di suatu interval (a, b) yang memuat titik pusat.

3.3.1 Kekontinuan Fungsi Konveks

Kunci untuk membuktikan kekontinuan dari fungsi konveks f yang
terdefinisi pada (a,b) € R adalah dengan membuktikan keterbatasan fungsi
konveks f tersebut pada subinterval tutup. Akibatnya, fungsi konveks tersebut
dikatakan memenuhi kondisi Lipschitz, sehingga f kontinu. Berdasarkan ilustrasi
tersebut, jika fungsi f terdefinisi pada himpunan U subset dari ruang linear
bernorm, untuk menunjukkan bahwa f terbatas, maka cukup ditunjukkan bahwa f
terbatas pada persekitaran dari hanya satu titik pada U. Akibatnya fungsi f

memenuhi kondisi Lipschitz sehingga f kontinu.

Teorema 3.3.1.1
Misalkan f fungsi konveks yang terdefinisi pada himpunan buka U pada ruang

linar bernorm L. Jika f terbatas di atas pada persekitaran dari suatu titik x, € U,
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maka f terbatas lokal. Artinya, setiap x € U memiliki persekitaran dimana f

terbatas pada persekitaran tersebut.

Bukti:

Pertama, jika f terbatas diatas pada persekitaran-¢ dari suatu titik, akan
ditunjukkan f terbatas dibawah pada persekitaran yang sama. Ambil titik 0 untuk
mempermudah pembuktian. Misalkan f terbatas diatas, katakanlah oleh B,
dimana f(x) < B, untuk setiap x € N,.(0). Perhatikan bahwa

S S S SO
—zx 2x—zx 2( x).

dan f fungsi konveks. Dengan demikian

1 1 1 1
O =f <5x += (—x)) <SFE+3F(0)

- 20 <2(3/00 + 3/(-»)

= 2f(0) < f(x) + f(=x)
= f(x) =2 2f(0) — f(=x)
Sebelumnya diketahui bahwa, x € N,(0), maka berlaku ||x|| < &, sehingga nilai
norm
|—xIl = [=1]llx|l = [Ix]l <e.
Akibatnya (—x) € N.(0), sehingga f(—x) < B. Dengan demikian, didapat
bahwa —f(—x) = —B. Sebelumnya didapat bahwa
fx) = 2£(0) = f(—x)
= f(x) = 2f(0)—B.
Jadi, f terbatas dibawah.
Sekarang, jika f terbatas diatas pada N,(0), akan ditunjukkan bahwa f terbatas
pada persekitaran dari y € U,y # 0. Pilih p > 1 sehingga z = py € U dan misal

a= 1/p. Perhatikan bahwa
M={velL:v=_10-a)x+az,x € N,(0)}.
adalah persekitaran dari az = y dengan radius (1 — a)e. Dengan demikian

fw) = (1 -a)x+ az)
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<A-a)fx)+af(z)

< f(x) +af(2)

< B + af (z).
Jadi, f terbatas diatas pada M, sehingga berdasarkan pembuktian pertama, didapat
bahwa f terbatas dibawah pada M. e

Fungsi yang terdefinisi pada himpunan buka U dinamakan Lipschitz lokal
jika untuk setiap x € U, terdapat persekitaran N,(x) dan konstanta K(x),
sedemikian sehingga jika y, z € N, (x), maka
If () — (@] < Klly — zl|.
Jika ketaksamaan diatas berlaku untuk himpunan ¥V € U dengan K yang tidak

bergantung terhadap x, maka f Lipschitz pada V.

Teorema 3.3.1.2
Misalkan f konveks pada himpunan buka U <€ L. Jika f terbatas diatas pada
persekitaran dari suatu titik dari U, maka f Lipschitz lokal pada U.

Bukti:
Pembuktian teorema ini menggunakan kontraposisi. Misalkan f bukan Lipschitz
lokal, maka untuk setiap persekitaran N, (x) dan konstanta K (x), berlaku

lfQ) - f@|l>Klly—zl, yz€N..
Perhatikan bahwa

lFWI+1f @] = 1f(y) — f@)] > Klly —zI|.
Dengan demikian, untuk setiap y,z € N,, nilai f tak terbatas diatas. Jadi, jika f

terbatas diatas, maka f Lipschitz lokal. e

Teorema 3.3.1.3
Misalkan f konveks pada himpunan buka U < L. Jika f terbatas diatas pada

persekitaran dari suatu titik dari U, maka f kontinu pada U.
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Bukti:
Pada teorema sebelumnya didapat bahwa f Lipschitz lokal pada U, sehingga

mengakibatkan f kontinu pada U. e

3.3.2 Diferensiasi Fungsi Konveks

Berdasarkan Teorema 2.3.5.2, jika fungsi f terdiferensial, maka f fungsi
konveks jika dan hanya jika £ naik. Untuk pendiferensialan fungsi pada ruang
linear bernorm L, akan digunakan karakterisasi kekonveksan dari turunan

pertama.

Teorema 3.3.2.1

Misalkan f terdefinisi pada himpunan konveks buka U < L. Jika f konveks pada
U dan terdiferensial di x,, maka untuk x € U,

(3.9) f(x) = f(x0) = f (%) (x = xp).

Jika f terdiferensial pada U, maka f konveks jika dan hanya jika berlaku (3.9),
untuk setiap xo,x € U. Selain itu, f konveks sempurna jika dan hanya jika

ketaksamaan (3.9) tanpa sama dengan.

Bukti:
Pertama, jika f konveks terdiferensial di x,, akan ditunjukkan memenuhi (3.9)
untuk setiap x, x € U. Perhatikan bahwa f konveks, sehingga untuk t € (0,1),
berlaku
flxo + t(x — x¢)] = flxp + tx — tx]
= fI(1 = )xo + tx]
S (@ =0)f(x) +tf (%)
= f(xo) — tf (x0) + tf (%)
= f(xo) + t[f (x) — f(x0)].
Konstruksi h = x — x, sehingga didapat
flxo +t(x —x0)] < f(x0) + t[f (%) — £ (xo)]
= fxo + th] — f(xo) < t[f(h+ xo) — f(xp)].
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Kedua ruas dikurangi dengan f (x,)(th), dan perhatikan bahwa f (x,) linear,
sehingga didapat
flxo + th] — f(x¢) — f (x0)(th) < t[f(h + x0) — f(x0)] — f (x0)(th)
= flxo + th] = f(x0) = f (x0) (th) < t[f (h + x0) — f(x0)] — tf (x0)(h)
= flxo + th] = f(x0) = f (x0)(th) < t[f(h+ x¢) — f(x0) — f (xo)(R)].
Kemudian, kedua ruas dibagi dengan t sehingga didapat

Pt AN~ ) =T GO ¢ it ) = £ ) — F o) )

Perhatikan bahwa ketika t — 0, nilai sisi sebelah kiri menuju nol, dan sisi sebelah

kanan konstan karena tidak bergantung pada ¢, sehingga didapat
0 < f(h+x0)— f(x0) — f (x0)(h)
= f (x9)(h) < f(h+ x0) — f(x0)
= f (x0)(x — x0) < f(x) — f(x0).
Dengan demikian, berlaku ketaksamaan (3.9). Sedangkan untuk kasus f konveks
sempurna, berlaku
flxo + t(x — x0)] < f(xo) +t[f(x) — f(x0)]; £(0,1).
Selanjutnya, dengan cara dan argumen yang sama, akan didapat bahwa
£ (x0)(x — x0) < f(x) — f ().
Kedua, jika berlaku (3.9), akan ditunjukkan bahwa f konveks. Ambil sebarang
x1,x, €U, t € (0,1). Konstruksi x, = tx; + (1 — t)x,. Perhatikan bahwa
f(x0) — f(x0) = f (x0)(xg — X0)-
dan £ (x,) linear. Dengan demikian, berlaku bahwa
f(x0)
= f(x0) + f (xp)[txy + (1 — )%, — Xo]
= f(x0) + f (xo)[tx; + (1= D)x; — x0 — tXp + %]
= f(x0) + f (x)[t(x1 — x9)] + (1 — ) (x2 — x0)
= f(x0) + f (xp)[t(x1 — x)] + f (x0)[(1 — D) (x; — x0)]
= f(x0) + tf (x9) (1 — xp) + (1 — O)f (x0) (x2 — %)
= f(x0) + tf (x9) — tf (x0) + tf (x) (%1 — x0) + (1 — ) (x) (2 — %)
= t[f(x0) + f (x0) (1 — xp)] + (1 — O [f (x0) + f (x0) (32 — xp)].

Misalkan x = x; dan x = x,, maka berlaku (3.9), sehingga
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£ (x0) (31 — x0) + () < f(x1),
dan
£ (x0) (3 — x0) + £ (x0) < f(x2).
Akibatnya
flxo) < tf(x) + (1 —0)f(x2)
= f(tx; + (1 —t)xz) < tf (ep) + (1 — ) f (x2).
Dengan demikian, f konveks di U. Untuk kasus ketaksamaan sempurna, maka

berlaku

£ (x0)(x1 — x0) + £ (%) < f (1),
dan

f(x0)(xz — %) + £ (%) < f(2x2).
Akibatnya

flexg + (1 =0)x) <tf(x1) + (A = O)f (x).

Dengan demikian, f konveks sempurnadi U. e

Teorema 3.3.2.1 tidak sejalan dengan teorema pada variabel real dimana f
konveks jika dan hanya jika f naik, tetapi teorema ini bisa dipakai untuk
membuktikan fungsi naik pada U < L. Dalam fungsi yang terdefinisi pada
variabel real, £ monoton naik jika dan hanya jika untuk sebarang x,y € (a, b),
[f (x) = f ()](x —y) = 0. Ekspresi dalam fungsi yang terdefinisi pada variabel
real tersebut, dapat juga digunakan untuk fungsi yang terdefinisi pada U < L. Jika
untuk setiap x,y € U, berlaku
(3.10) [f (0~ fMIx-y) =0
maka f monoton naik. Jika pada ketaksamaan (3.10) tidak berlaku sama dengan

untuk x # y, maka f monoton naik sempurna,

Teorema 3.3.2.2
Misalkan f : U - R kontinu dan terdiferensial pada himpunan konveks buka
U C L. Fungsi f konveks (konveks sempurna) jika dan hanya jika f monoton

naik (monoton naik sempurna) pada U.
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Bukti:
Pertama, jika f konveks, akan ditunjukkan bahwa f° monoton naik. Ambil
sebarang x,y € U. Perhatikan bahwa, f konveks dan terdiferensial pada U.

Dengan demikian, berdasarkan Teorema 3.3.2.1, berlaku bahwa

)= f) = f -y,
f-f)=zf -

Dengan menjumlahkan kedua persamaan diatas, maka didapat

f(x) - f(y)>f(y)(x y)
f) —fx)=f () - x)

fEO—fO+fM-fOM=2f M-y +f @@ —x)
0=/ M-y +f@(-x-y)
20> f(MNE—y)—f @E-y)
> f@E-—y)—fOEx-y)=0
= [f ()= fMIx-y) =0

Dengan demikian f monoton naik pada U. Untuk kasus konveks sempurna,

ambil sebarang x,y € U,x # y, maka didapat

f@) - f)>f @)=,
f@=f)>f -2

Dengan argumen yang sama, akan didapat
[f ()= f Ix—y) >0,
sehingga, f* monoton naik sempurna pada U.
Kedua, jika f monoton naik pada U, akan ditunjukkan f konveks. Ambil
sebarang x,y € U. Misalkan
¢:[01] - R,
yang definisikan oleh
¢(a) = flax + (1 — a)y].
Pilih 0 < a; < a; < 1, dan misalkan
w = x+ (1 —a))ydanu, = apx + (1 — ay)y.
Dengan demikian
u; —up = apx + (1 — )y — (g x + (1 — ay)y)
=X +y—ay—ax—y+ay
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= (az —ap)x — (@ — ay)y
= (a2 —a)(x—y).
Perhatikan bahwa U konveks, sehingga u,,u; € U. Selain itu, diketahui bahwa f
monoton naik pada U, dan untuk suatu x € U, f (x) linear, maka berlaku
[f (uy) — f ()l (up —uy) = 0
= [f (up) = f ()@ —a))(x—y) =0
= (az — a)lf (up) = f (w)](x —y) =0
= (2 —a)[f (w)(x=y) = f (w)(x=y)] =0
= (@ —a)f (w)(x —y) — (@2 — a)f (u)(x =y) = 0
= (@ = a)f (W) (x — y) = (a2 — ay)f (uy)(x = y)
= f (u)(x —y) = f (u)(x - y).
Perhatikan bahwa
plar) = flarx + (1 —a)y) = f(uy),
dan
p(az) = fazx + (1 — ap)y) = f(uz).
Dengan demikian, berlaku
do(ay) _ af (uy) _ of (uy) . Ju,

o o T ow Cda = @@=,
dan
do(ay) 0f(wp) 9f(uy) ou,
-, S )
Akibatnya,
do(ay) do(a;)

=fW)(x-y) = f (u)x—-y) =

ar aq

Berdasarkan hasil diatas, didapat bahwa

do(ay) _ do(aq)
(24)) aq

](az —ay) =0,

sehingga didapat bahwa ¢ naik. Berdasarkan Teorema 2.5.3.3, maka ¢ konveks.
Dengan demikian, didapat bahwa
flax + (1 - )yl = ¢(a)
= ¢la(l) + (1 — a)0]
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<ap(1) +(1—-a)p(0)
=af[lx+ (1 -Dy]l+ (1 —-a)f[0x+ (1 —-0)y]
= af (x) + (1 — a)f ().
Jadi, didapat bahwa f konveks. Untuk kasus monoton naik sempurna, dengan cara
yang sama dimana tanda sama dengan dari ketaksamaan hilang untuk x,y €

U, x # y, maka akan didapat bahwa
flax+ A=)yl < af () + A =a)f(y). o

Berdasarkan Teorema 2.5.3.4, diketahui jika fungsi f yang terdefinisi pada
variabel real dan memiliki turunan kedua, fungsi f konveks jika dan hanya jika
turunan keduanya tak negatif. Pada bahasan kali ini, akan dijelaskan tentang
kekonveksan fungsi f pada ruang linear bernorm L dari sudut pandang turunan

kedua.

Teorema 3.3.2.3

Misal f kontinu dan terdiferensial dan misalkan turunan kedua ada pada
himpunan buka konveks U € L. Fungsi f konveks pada U jika dan hanya jika
£ (x) tak negatif untuk setiap x € U. Jika f~ (x) bernilai positif pada U, maka f

konveks sempurna.

Bukti:
Pertama, jika £~ (x) tak negatif untuk setiap x € U, akan ditunjukkan f konveks

pada U. Ambil sebarang x, x, € U. Berdasarkan Teorema 3.1.3.5, didapat bahwa

£ = Fo) +f (o)) 4 5 (xo +sH) (B, )
dimana s € (0,1) dan h = x — x,. Perhatikan bahwa f (x) tak negatif, maka
fx) = f(x0) + f (%) (h)
= f(x0) + f (x0) (x — xp).
Berdasarkan Teorema 3.3.2.1, maka didapat bahwa f konveks. Jika f" (x)

bernilai positif, maka

FX) > f(x0) + f (x0) (x — x0).
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Berdasarkan Teorema 3.3.2.1 juga didapatkan bahwa f konveks sempurna.
Kedua, jika f konveks pada U, akan ditunjukkan £~ (x) tak negatif untuk setiap
x € U. Sebelumnya, pada bagian akhir subbahasan 3.3 ini, telah dijelaskan bahwa
untuk sebarang fungsi konveks f pada U < L, dapat digunakan fungsi g yang
konveks pada persekitaran titik pusat untuk memudahkan dalam pembuktian.
Ambil sebarang x € U dan h € L. Konstruksi fungsi g, dimana
9() = f(x + th)
dengan t € (a, b) dan interval (a, b) memuat titik 0. Berdasarkan aturan rantai,
didapat bahwa
g ) =f (x+th)(h),
g (&) =f"(x+th)(hh).
Perhatikan bahwa g konveks pada persekitaran titik 0, maka untuk setiap t titik
pada persekitaran tersebut, g~ () > 0. Perhatikan bahwa t = 0 adalah titik pada
persekitaran titik O tersebut, sehingga g* (0) > 0. Dengan demikian
f(x)(h,h) = f"(x + 0h)(h,h) = g" (0) > 0.
Jadi, f(x) tidak negatif untuk setiaqp x € U. e

Pada kasus selanjutnya, akan dijelaskan kasus turunan fungsi yang
terdefinisi pada R™. Untuk fungsi dari beberapa variabel dimana semua turunan
parsialnya ada, maka selalu dapat didefinisikan transformasi linear dengan matriks

0 d
/o) = [ o) 5

(x0) | = [fi(xo) -+ fu(xp)].

Perumusan diatas dinamakan gradien dari f.

Teorema 3.3.2.4

Jika f konveks pada himpunan buka U € R"™ dan semua turunan parsialnya ada di

xo € U, maka f (x,) ada.

Bukti:
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Sebelumnya, pada subbahasan 3.1.3, telah dijelaskan bahwa, fungsi f
terdiferensial pada x, € U jika terdapat transformasi linear T : L - M sedemikian
sehingga untuk nilai h € L yang sangat kecil, berlaku

f(xo + h) = f(xo) + T(h) + ||h]|le(xo, h)
dimana £(xq, h) € M dan nilai €(xy, h) = 0 ketika ||[h|| = 0. Dalam kasus pada
teorema ini, dapat dianalogikan bahwa turunannya adalah transformasi linear yang

bergantung terhadap turunan parsial itu sendiri. Dengan demikian akan dibuktikan

nilai
1
e(h) = il [f(xo + h) — f(x0) — T(R)],
menuju nol ketika ||k|| — 0. Konstruksi

@(h) = ||hlle(h)
dimana ¢ fungsi pada persekitaran Ns(0), sedemikian sehingga jika h € Ng(0),
maka nh € U. Konstruksi,
@(h) = f(xo + h) — f(xo) = T(h).
Perhatikan bahwa f konveks dan T fungsi linear. Misalkan hq, h, € Ns(0), maka
¢(ah; + (1 - a)hy)
= f(xo + ahy + (1 — a)h;) — f(xo) — T(ahy + (1 — a)h;)
= flaxy —axy + xg + ahy + (1 — a)h,) — f(xg) = T(ah; + (1 — a)h,)
= f(alxo + hy) + (1 — @) (%o + hy)) — af (x) + af (x5) — f(x0)
—T(ahy + (1 — a)hy)
< af(xg+ hy) + (1 —a)f(xg + hy) — af (xp) — (1 — a)f(xp) — aT (hy)
—(1 - a)T(h,)
= a(f(xg + hy) — f(xp) — T(hy)) + (1 — a)(f (xp + hy) — £ (xp) — T'(hy))
= ap(hy) + (1 — a)p(hy).
Dengan demikian, ¢ konveks. Misalkan
h=he; +he, +--+ h,e,,
dinyatakan dalam bentuk basis standar dari R". Akibatnya, berdasarkan

ketaksamaan Jensen (3.8), didapat bahwa
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Sekarang, perhatikan bahwa
@(hyne;) = f(xy + hine;) — f(xo) — T(hyne;)
= f(xo + hine;) — f(x0) — fi(xo)hyn.
Akibatnya, berdasarkan definisi turunan parsial, maka didapat

. o(hne;)
lim —— =0
h;—0 hin
Selanjutnya, berdasarkan Ketaksamaan CBS, jika u, v € R", dimana
u= (ulluZI'";un)' v = (v1:v2;"';vn):

maka didapat

n

n
> i < fullil < fjull ) vl
i=1

i=1
Sebelumnya didapatkan bahwa

n

<k 1h, -
< — ne:) | = . ne:) < o ne:).
p(h) < <-—E1 nqo(hlnel)> E =y @(h;ne;) < | h| él . @(hine;)

i=1

Dengan cara yang sama, akan didapat bahwa

1
—h) < —w(=h.ne:
o(=h) < A Zl 9 (hme)

1
= —p(~h) = ~[Ikll ) ——(~hme).
i=1

Berdasarkan definisi ¢ dan kekonveksan dari ¢, didapat bahwa
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2

= 1h ! h
~o(3h+30m)

1
§<p<h> +30(-h)

o= p[1EER)

5 (o) + (=),

Dengan demikian, didapat —¢(—h) < ¢@(h). Akibatnya

n n
1 1
kY == g(~hme) < —p(=1) < o) < 1Kl Y ——q(ne)
i=1 i

nhi
=1
n

5= p(-hne < 2 il (hiney)
nhi(p ine;) = h L hi<P ine;

i=1

n n
1 ¢(h) 1
— i E——--sr T < i E— ne;
1120 £ iy $Thimed < lim g Ial=0 £ nh, ¢ (imed)

o(h) o1
- hm Z h @(—h;ne;) < ||11”rn0 Tl < }1 _)OZ o p(h;ne;)

< lim ——<0
Ixl-0 ||h|

Lo o)
llxl1-0 ||h||

¢ (h)

Perhatikan bahwa +— A

= &(h), maka didapat

im,&(h) = 0.

Jadi, didapat bahwa f'(x,) ada, dimana f (x,) = Vf(x,). e

Berdasarkan hasil dari Teorema 3.3.2.4, maka Teorema 3.3.2.1 dan 3.3.2.2
dapat dikombinasikan menjadi kasus ketika L = R™.
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Teorema 3.3.2.5
Misalkan f terdefinisi pada himpunan konveks buka U € R". Jika f konveks
pada U dan gradien Vf(x,) ada, maka untuk x € U,

f(x) = f(xo) = Vf(xo)(x — xo).
Misalkan Vf(x) ada pada U. Jika f konveks (konveks sempurna), maka Vf
monoton naik (monoton naik sempurna) pada U. Sebaliknya, jika f kontinu
sepanjang U dan jika Vf monoton naik (monoton naik sempurna) pada U, maka f

konveks (konveks sempurna).

Bukti:
Pada kasus pertama, pembuktian

f(x) = f(xo) = Vf(x)(x — x0),
menggunakan argumentasi yang sama seperti Teorema 3.3.1.1. Selanjutnya, untuk
membuktikan Vf monoton naik jika f konveks, digunakan argumentasi yang
sama seperti Teorema 3.3.1.2. Terakhir, jika Vf kontinu, maka f ada dan juga

monoton naik, sehingga f konveks. ®

3.3.3 Pendukung dari Fungsi Konveks

Berdasarkan Teorema 2.5.3.5, fungsi konveks f: (a,b) — R, salah satu
karakterisasinya adalah memiliki garis pendukung di setiap titik di (a,b).
Teorema 2.5.3.5 ini dapat diperumum untuk fungsi dengan domain pada ruang
linear bernorm L. Sebelumnya, diketahi bahwa garis lurus pada R? adalah fungsi
affine. Konsep diatas diperluas menjadi ruang linear bernorm L sehingga didapat
fungsi pendukung yang affine. Fungsi affine A melewati titik (xo,f(xo)) dan
direpresentasikan dalam bentuk

A(x) = f(x0) + T(x — xo),

dimana T linear. Sebelum membuktikan teorema fundamental pada pendukung

dari fungsi konveks, dibutuhkan Teorema Hahn-Banach dibawah ini.
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Teorema 3.3.3.1
Misalkan f konveks pada himpunan buka U, subset dari ruang linear bernorm L
dan misal V, subruang tak trivial sedemikian sehingga Vo, N U # @. Jika
Ao Vo - R,
affine dan 4y (x) < f(x) pada V, n U, maka terdapat ekstensi affine
A:L-R,
dari A,y sedemikian sehingga A(x) < f(x).

Bukti:
Definisikan f bernilai +oo, jika x € U dan notasikan f memenuhi ketaksamaan
untuk fungsi konveks pada semua titik di L. Pilih w € L,w & V,;, maka untuk

x,ye€EV;,r>0,5>0,
r S

Ay(x) +
r+s 0(x) r+s

Sf(r X+ > y)

r+s r+s

r S
AO(y)=A°(r+sx+r+sy)

T S
Sf( (x—sw)+m(y+rw))

r+s

T S
< mf(x—sw) +mf(y+rw).
Kedua ruas dikalikan dengan r + s, maka didapat
rdog(x) + sAg(y) <7rf(x —sw) +sf(y + rw).
Dengan demikian didapat bahwa
rAy(x) —7f(x =sw) < sf(y +rw) = sAy(y)
= r(4g(®) — f(x = sw)) < s(f (¥ +1w) — 4,(»))
ﬁAdﬂ—fu—GWL<ﬂy+ﬂw—Adw_

S r
Misalkan
_Ap(x) — f(x—sw)
g (x, S) - s )
dan
M%ﬂzf@+ﬂw—Adw'

r
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Dengan demikian didapat bahwa
g(x,s) < h(y,7),
dengan fungsi
g: Vo xXP->R,
h: VyXxP->R,
dan P adalah bilangan real positif. Akibatnya, didapat bahwa sup g < inf f pada

Vo x P. Misalkan a adalah bilangan antara sup g dan inf f. Dengan demikian

A =f(x=sw) _ [y +rw)—4()
S - T .

Misalkan t = —s jikat < 0dant = r jikat > 0, serta y = x. Akibatnya didapat
Ag(x) — f(x —sw)
<a

= Ag(x) — f(x —sw) < as

= Ap(x) — f(x+tw) < —at

= Ag(x) + at < f(x + tw),
dan

fx+rw) —A5(x) ol
r

= f(x+rw)—A4,(x) = ar

= f(x +tw) —Ap(x) = at

= Ag(x) + at < f(x + tw).
Oleh karena itu, didapat bahwa

Ag(x) + at < f(x + tw).
untuk setiap x €V, t € R. Sebagai ilustrasi, misalkan V; ={x+tw::x €
Vo, t € R}. Dengan demikian V; adalah subruang dari L yang memuat V.
Definisikan A; pada V;, dimana

Aj(x +tw) = Ay (x) + ta.
Perhatikan bahwa A, affine, maka A; juga affine pada V;. Selain itu, A; = A,
pada V. Perhatikan juga bahwa

Aj(x+tw) = Ag(x) + ta < f(x + tw).
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Oleh karena itu, didapat bahwa A; adalah ekstensi dari A,. Jika V; = L, maka
pembuktian selesai, dimana A = A;. Jika V; # L, akan dicari himpunan V, yang
memuat V,, dimana V, = L.

Sekarang, secara umum misalkan V7, adalah subruang dari L yang memuat V,,, dan
A, adalah fungsi affine yang terdefinisi pada V,, sedemikian sehingga A,
merupakan ekstensi dari Ay. Dengan demikian, A4,(x) < f(x),Vvx€V,nU.
Konstruksi pasangan {V,, A4,}. Jika V, € V, dan Ag ekstensi dari A,, maka dapat
ditulis relasi biner «, dimana {V,,4,} < {Vﬁ,Aﬁ}. Misalkan P adalah keluarga
pasangan-pasangan dari {V,,4,}. Dengan demikian P adalah himpunan terurut
secara parsial dengan relasi biner <, karena alasan berikut.

a) V, €V, dan A, ekstensi dari A4,, sehingga berlaku {V,,A,} < {V,,A,}.

b) Jika {V,,A.} < {V5, 45} dan {V3, 45} < {1},4,}, maka V, SV; dan
Ve S V,; serta A; ekstensi dari A, dan A, ekstensi dari Az. Dengan
demikian V, € V;, dan A, ekstensi dari 4., sehingga {V,,4,} < {V},4,}.

c) Jika {V,,A.} < {V3, 4z} dan {V3,A4p} < {V,,A,}, maka V, SV, dan
Vs € V,; serta Ag ekstensi dari A, dan A, ekstensi dari Ag. Denga demikian
V, =V dan 4, = Ag, sehingga {V,, 4.} = {V3, 4 }.

Misalkan subkoleksi T € P. Ambil sebarang{V,,A,} dan {Vj, A, }anggota
subkoleksi 7°. Dengan demikian ° adalah himpunan terurut secara total atau
rantai, karena {V,,A,} dan {V;, A} dapat dibandingkan (karena memenuhi
Vo, Ay} <{Vp, 45} atau {V;, Ap} < {V,, A,}). Himpunan {Vp, 40} dan {13, 4}
adalah salah satu anggota dari subkoleksi T" karena keduanya dapat dibandingkan
({Vo, Ap} < {V1,A1}). Misalkan

VT = UVZX' AT = UAOU

dimana {V,, A, } adalah anggota dari subkoleksi 7. Perhatikan bahwa, jika x € V7,
maka x € V,, untuk suatu a, sehingga Ar(x) = A,(x). Jika x € V; N U, maka
x € V, N U, untuk suatu a, sehingga A;(x) = A,(x) < f(x). Dengan demikian
Ar adalah ekstensi dari A,. Selain itu, diketahui bahwa V, € V;, maka {V, A}
dapat diperbandingkan dengan {V,, A, }, sehingga {V, Ar} € T, dimana
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Ve, Aa} K {Vr, Ar} V {V, A} €T
Dengan demikian, {V,A;} adalah batas atas dari 77 < P. Oleh karena itu,
berdasarkan Lemma Zorn (Lemma 2.6.2), maka P memiliki elemen maksimal,
katakanlah {Vy, Ay }. Jika V), # L, maka dengan menggunakan argumentasi yang
sama, akan dicari lagi Vy, dimana Vy = L, sehingga elemen maksimalnya adalah
{Vy,Ap}. Selanjutnya argument tetap dilanjutkan sehingga didapat dengan tepat
himpunan V; = L, sehingga {Vz, A} adalah elemen maksimalnya. Perhatikan
bahwa Ay terdefinsi pada L dengan sifat-sifat yang berlaku pada A,, dengan
{V,,A,} € P.Dengan demikian Az (xy) = Ay(xy), untuk setiap x, € V), dan
Ap(x) < f(x),untuk setiapx € LN U = U.

Jadi, dengan mengambil A = A, maka pembuktian selesai. e

Misalkan U € L, L ruang linear bernorm. Fungsi f :U — R memiliki
pendukung di x, € U jika terdapat fungsi affine A : L — R sedemikian sehingga
A(xg) = f(xg) dan A(x) < f(x), untuk setiap x € U.

Teorema 3.3.3.2
Fungsi f konveks pada himpunan konveks buka U subset ruang linear bernorm L

jika dan hanya jika f memiliki pendukung di setiap titik dari U.

Bukti:
Pertama, jika f memiliki pendukung di setiap titik dari U, akan ditunjukkan
bahwa f fungsi konveks pada U. Ambil sebarang x4, x, € U. Misalkan
Xo=tx; + (1 —t)xy,
dimanat € [0,1], x, € U. Misalkan juga bahwa
A(x) = f(x0) + T(x — xo),

fungsi affine yang merupakan pendukung fungsi f di x,. Dengan demikian,
berlaku bahwa

fx + (1= t)x2) = f(x0)

= A(xg)
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=A(tx; + (1 —t)xy)

= tA(x1) + (1 —t)A(x;)

< tf (x) + (1 — ) f (x2).
Jadi ,didapat bahwa f* konveks.
Kemudian, jika f konveks pada U, akan ditunjukkan bahwa f memiliki
pendukung di setiap titik di U. Ambil sebarang x, € U. Misalkan u vektor yang
memiliki arah yang sama dengan x, (atau sebarang vektor jika x, = 0) dan
definisikan subruang V, = {x, + tu : t € R}. Perhatikan bahwa interval

I={t: (xo +tu) € U},
memuat 0 dan seperti biasa definisikan g(t) = f(x, + tu). Perhatikan bahwa g
konveks, sehingga berdasarkan Teorema 2.5.3.6, terdapat fungsi affine
G: R-R,
sedemikian sehinga G(0) = g(0) dan G(t) < g(t) pada I. Misalkan A4, : V, —
R, dimana
Ag(xp + tu) = G(t).
Dengan demikian A, affine, dan berlaku
Ag(x9) = G(0) = g(0) = f(x0).
Selain itu, didapat bahwa
Ag(xg + tu) = G(t) < g(t) = f(xo + tw),

untuk x¢ + tu € V5 N U. Berdasarkan Teorema 3.3.3.1, diketahui bahwa A, dapat
diekstensi menjadi fungsi A :L — R, dimana A(x) < f(x) pada U. Jadi, f

memiliki pendukung di x,. e
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