BAB |1

NORM MATRIKS PADA HIMPUNAN DARI MATRIKSMATRIKS

TOEPLITZ

3.1 MatriksToeplitz

Definisi 3.1 Matriks Toeplitz adalah suatu matriks

nxn:T, = [tk'j;k, | = O,],...,n—lJ, dengan nilaty ; = ty41,j+1 danindeks yang

digunakan setiap entrinya adalaf; = t,_;. Secara umum dituliskan dlaam

bentuk
[to fa t-(n-1)]
refn oo
lt, , te |
Contoh:
[—1 2 3 4 5]
1 4 5 -2 =1 2 3 4|
T, =2 1 4| Ts=1-3 =2 -1 2 31|
3 2 1 l—4—3—2—1 ZJ
-5 —4 -3 -2 -1

Salah satu contoh matriks Toeplitz adalah maBikisulan. Matriks

Sirkulan adalah matriks Toeplitz yang memiliki héat

to t_q t-m-1)]
€= |t o |
I_ t_q to J
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dimana setiap baris adalah perubahan siklis dais daatasnya. Strukturnya bisa

juga dituliskan bahwa entrk) dari matriks sirkulanC, ; diberikan oleh

Ck,j = C(j—k)mod n-

Matriks Sirkulan ini digunakan sebagai pendekatam anenjelaskan
perilaku matriks Toeplitz. Selain itu operasi nidriakan lebih mudah ketika
berbentuk matriks Sirkulan karena matriks Sirkuta@miliki lebih sedikit entri
yang berbeda dari matriks Toeplitz secara umumik8eadalah contoh matriks

Sirkulan

1 2 3 4 5
5 1 2 3 4
Cs=14 5 1 2 3}
3 4 5 1 2
2 3 4 5 1

3.2 Norm Matriks

MisalkanM,,(C) adalah ruang vektor dari matriks-matriks berukurann

atas lapanga@. Berikut ini didefinisikan norm matriks pad4, (C).

Definis 3.2 Sebuah fungsi [||-|]|M;,(C) - R adalah sebuah norm matriks jika

untuk setiap A, B1 M,,(C), memenuhi aksioma berikut:

1) ||All[= 0, (nonnegatif)

2) ||Al]|= 0 jika dan hanya jikal = 0, (positif)

3) |IEAE Il [IAl]], untuk setiap € C, (homogen)

4) [IIA+Bl[I< I+ 1Bl (ketaksamaan segitiga)
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5) NIABIIT= {1l 118I]- (submultiplikatif)

Dari definisi tentang norm matriks di atas, dapdtha bagaimana
hubungan norm matriks dan norm umum. Melihat d#at syang harus
dipenuhinya, norm matriks memiliki syarat tambahgaitu submultiplikatif.
Pada norm umum, sifat ini belum tentu dipenuhiekar operasi perkalian
tidak dikenal pada ruang vektor umum. Jadi nornriksatebih khusus.

Kemudian akan dibahas bagaimana mengkonstruksi moatniks dari
norm umum di ruang*(N), ¢#2(N) dan?*(N).

33 Jenis-JenisNorm Matriks
3.3.1 Norm [[| - [, [ - [llz dan [[] - ||| oo
a) Norm ||| - |||

Pada bagian ini akan ditampilkan jenis-jenis normtriks pada ruang
£1(N), £2(N) dan #*(N). Untuk bagian pertama adalah noff- |||; yang
didefinisikan dengan||A]||; = XFj=1|a:;|, VA € M,,(C), sebagaimana dijelaskan

pada Lemma dibawah ini

Lemma 3.3.1.1 Jika |[[4]||,= D |8 luntuk setiap4 = (a;;) € M,(C), maka
ij=l
[||A|||1 sebuah norm matriks &,,(C).

Bukti:

1. Ambil sebarangA O M, (C). Perhatikan bahwa

15



ANL= X 18 | = la, |+ 1a, [+ la, i .+ |, .a€C.

i,j=1

Karena|a, | = 0,0i,j =1,2,.. ,n diperoleflAl||; =Y |a, | = 0,

ij=1
maka sifat 1) terpenuhi.

2. Akan dibuktikan jikal|]A[||; = 0 maka4 = 0.

Misalkan A0 M, (C) M, dengan||A]||; = 0.

Perhatikan bahwa:

Al = 2 18 | =0,

e
karenala;;| = 0, vi,j maka|a;;| = 0. Akibatnyaa;; = 0,
jadi A=0.

Selanjutnya akan dibuktikan jikkh= 0 makal||A|||; = 0.
Misalkan A =0, artinyaa; = 0[], j.

Dengan demikian:

AN = X 18 1= > 10]|=0,

ij=1 ij=1
maka sifat 2) terpenuhi.

3. Ambil sebarangA U M, (C), c O C, karena



b)

IcAlll; = XFj=|casj|
= |cayq| + lcasp| + [cags| + -+ + [cap,|
= |cllay1l + lcllagz| + lcllags| + -+ |cl|annl

= |cl(las1| + lagz| + lagz| + - + lap, D)
= el XFj=ilag| = lel 1AL,

maka sifat 3) terpenuhi.

4. Karena untuk sebarangy, Be M, (C) berlaku:

n n n
[I|A+ B|||; = Z |aij + byl < Z |aij| + Z |bij| = 1Al + 1Bl

ij=1 ij=1 ij=1
maka sifat 4) terpenuhi.

5. Perhatikan bahwa untuk, B [ M,,(C) berlaku:

n

Z Z ‘aik bkj

n
<
i=1 j=1k=1

z A bkj

k=1

14BIIL =Xy

i=1 j=1

=}

9325 SCHE0 3 8] Spa]
i=1 k=1 m=1 j=1

i1 k=1 m=1j=1
FHATH B,

maka sifat 5) terpenuhi. m

Norm pada definisi di atas disebut jugatrywise norm.

Norm [{| - |||z
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Norm berikutnya adalah norfty - |||, yang didefinisikan dengan

1
Al = (Z’ifj=1|ai]-|2) ? VA € M,,(C), sebagaimana dijelaskan pada Lemma

dibawah ini.

n }é
Lemma 3.3.1.2 Jika|||4]||2 = (ij Fj untuk semua = (a;;) € M,(C),

ij=1

maka ||| - |||z sebuah norm matriks d\,,(C).
Bukti.

1. Ambil sebarangA 0 M,,(C), perhatikan bahwa

n }é }/
[11A1112= [Zlaj Fj = (la, F+la, F+la, T+.+ g, ) aecC

ij=1

: b
\2 >0, Oi,j=1,2,..,n makad||A|||,= (Z|aﬁ Fj > 0,

Karenala,
ij=1
maka sifat 1) terpenuhi.

2. Akan dibuktikan jikal||A]|||z = 0 makad = 0

Misalkan A0 M, (C) dengan||A]||z = 0. Perhatikan bahwa:

n %
IIIAIII2=(ZI&J- Izj =0

ij=1

n
g = > layl* | =o.

ij=1
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Karena ‘aii ‘ 20 Vi,j makal & I=0 akibatnyad; =0

JadiA = 0.

Selanjutnya akan dibuktikan jikh= 0 maka|||A]|||, = 0.

Misalkan A =0 artinyaa; =0.

Dengan demikian

1411152 (ilaj Fj% - (ilorj% -0,

ij=1 i,j=1
maka sifat 2) terpenuhi.

2. Ambil sebarangA O M, (C), cOC , karena

lllcAlll, = (zzf,-=1|cai,-|2)1/ i
= (lcays|? + lcar, |2 + |cassl? + =+ [cay, |?) 72
= (lclPlag ? + lelPlas|? + el las]? + -+ + lelPlang|?) /2
= (c*(@1)? + c2(ap)* + (@) + -+ c*(ann)?) 72
= () 2(a3,% + 5% + a15? + i+ 4?) V2
= |c| (Z?j=1|aij|2)1/2
kel 1114111 ,

maka sifat 3) terpenuhi.

3. Karena untuk sebarang, BOM,,(C) berlaku
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A+BllI3=) 18+ f

ij=1

:|a11+b11|2+|aiz+ blzr"'--'-" lan, + ani

<(lag I+ b, ) +(lag * b X+ #( B + b )

=4 F+23 13 lig ¥ b 7

i,j=1 ij=1 ij=1

1 1
n n 2 n 2 n
S_Z\%\”Z(Z\%\zj {Z‘bu‘zl +_Z‘bu‘2
i,j=1 i,j=1 i,j=1 i,j=1

= [[IAI11Z + 2[[[ANLTHBII + HIBINI?
= (1Al + 1B
Dengan mengambil akar-akar kuadratnya maka akapdiklan
[11A + B[l < [lIA[ll + [IBI],
maka sifat 4) terpenuhi.

. Perhatikan bahwa untuk BLIM,,(C) berlaku

n n
[ZEIEESS
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= 114113 111BI113,

maka sifat 5) terpenuhi

Norm #2(N) ini biasa disebut sebagai noFrobenius normSchur atau

normHilbert-Schmidt.

c)

Norm ||| - [le

Norm berikutnya adalah norffi - |||, yang didefinisikan dengan

14| [ = max,; j<n|aij|, VA € M, (C), sebagaimana dijelaskan pada Lemma

dibawah ini.

Lemma3.3.1.3 Jika|||A|||oo--=£r_1a><1a1.j ‘ untuk semua = (a;;) € M, (C), maka
<i,j=n

[l : |lle Sebuah norm matriks &,,(C).

Bukti.

Ambil sebarangA U M,,(C). Perhatikan bahwa
Al = 12‘?§n|aij|-
Karena‘aﬂ‘ >0,0i,j=1...,n maka
= L >
1141l = max ay| >0,

maka sifat 1) terpenuhi.

. Akan dibuktikan jikalll4lllc = 0 makaA = 0.
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Misalkan A O M, dengar|||4]||. = 0.

Perhatikan bahwa

11411l = max |ay| 2 0.

Karena ‘ai]. ‘ 20 Vi,j maka ma>{aij ‘ >0.

150, j<n
Sehinggd a; |- 0 akibatnyad; =0.

JadiA = 0.

Selanjutnya akan dibuktikan jike= 0 maka ll4lll~ = 0.

MisalkanA = O artinyaa; =0, dengan demikian

A = max |a;;| = max |0] = 0.
11411l 1si,jsn| ”l 1si,jsn| |

maka sifat 2) terpenuhi.

Ambil sebaran@A 0 M,,(C), ¢ O C, karena

llleAllleo = max |cay| = lel max |ay| = Icl|ay] = Ic] [HAllle,

maka sifat 3) terpenuhi.

4. Karena untuk sebarag B 00 M,,(C) berlaku

114+ Bl = e lai; + by < ma o] + max [by

[11Allleo + 111B]1]co
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maka sifat 4) terpenuhi.

Untuk membuktikan norrfj:|| ., memenubhi sifat perkalian (submultiplikatif),

dibutuhkan Lemma berikut ini.

Lemma 3.3.1.4 Jika||| A |ll=n|||A|||. untuk setiag € M, (C), maka ||{|||

sebuah norm matriks @f,,(C).
Bukti.

Karena untuk sebarag B 00 M,,(C), berlaku

|||AB|||:n£na{Zaukbk,-‘
<i,jsnli=y

n

=n maxZ|a,.k”bkj‘

1si, j<n e

< nmaxyg; jen et Ao Bl » karena |ag| < [[|A]l]o
= nmax;<; jen (N4l 111B]]]0))

= n(n(1l4]llw [11BI]]))

= (n|[|Allle) (I 1IB]]e)

= [N

maka sifat 5) terpenuhi.

Norm pada definisi di atas disebut juga horm maksmngnaximum norm).
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3.3.2 Norm Matriksyang Dibangun oleh Norm Vektor

Definisi 3.3.2.1 Misalkan||-|| adalah norm vector di”, yaitu||-||: C* —

R, didefinisikan||| A||E ma>4|Ax1| untuk setiapl € M, (C) danx € C".

Digunakan katamaksimumpada definisi di atas (tidak menggunakan

supremurp karena untuk setiaflA|| adalah fungsi kontinu pada bola unit
B, = Eﬁ‘.H(JJO)={yDV:||y||sJ} adalah himpunan yang padat, dengan demikian

maksimumnya dicapai. Untuk norm matriks pada deffidi atas, akan dibuktikan

l>4|A>4| M = max|| A dimanal|-|[, adalah

R

bahwal|| A||E rﬁavﬂ AN =

<

norm vektor.
Bukti:

Diketahui

[IAIP= maxiia@GIll = max{AGEllxl=1, *€€"3.

a) Akan dibuktikan

A
HMHI=nwﬂﬁA@QWHxH=]wxEC"}znwx%ﬁ%%:xi(LxEC"}

Perhatikan

{IIA(x)II .

1
il iO,xE(C"}=max{

”le@Hx¢0xE@}

:max{”ﬁA(x)” x#0,x € (C”}
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{4 ()] () = )

Misalkar(”i—”) =y € C", maka

X x
max{ A <m>” : ”m” =1x€ (C”} = max{||[A|:llyll =1,y € C"}.

Karenay hanya variabel boneka maka didapatkan:

A
AN = max{[JACO|I: lIx]l = 1,x € C*} = max{%:x #0,x € (C"}..

b) Akan dibuktikan
Al = max{ACO|l: [|x]l = 1,x € C"} = max{[[AC)||: l|x]| < 1,x € C"}.

Harus dibuktikan:
[IAlll = max{[|AC)||: [Ix|| = 1,x € C"*} < max{[|[A@)]l: [|x]| < 1,x € C"}.
Dan

1Al = max{l|ACOll: l|x|l = 1,x € C"} = max{[|ACO|: l|x]| < 1,x € C"}.

» akan ditunjukkan
ANl < max{[|ACO||: [lx]| < 1,x € C"}.

Perhatikan :

Ax
[|Ax|| < H; x| <1,x # 0,x € C",
x

Artinya
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ax{”'?lgjl)” :x#0,x € (C”} = max{||AC)|: x|l < 1,x € C"}..

Berdasarkan a)

A,

1411l = max{A): Ixll = 1,x € €} = max {14

Didapatkan

Al = max{|[ACO[l: /x|l < 1,x € C"}.

Akan ditunjukkan

[IIA][] = max{[|AC)||: l|lx]| < 1,x € C"}.

Diketahui
ANl = max{|[[ACOl: [lx]l = 1,x € C"},
Didapatkan
NACOI < [AIHxIl; lxll = 1, € C™
Artinya

max{||ACO||: lx]l < 1, x € €} < max{||All|l|x]l: l|x|| = 1,x € C"}

max{||AG)||: x| < 1,x € C*} < [||AlH| max{]|x||: lx]| = 1,x € C*}

max{[|ACO|: [[x]l < 1,x € C*} < [[|Alll

Sehingga didapatkan

[IIAll] = max{||AC)l: l|x]l < 1,x € C"}.

x #0,x € (C"}.
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Teorema 3.3.2.2 Fungsi |||-]|| yang didefinisikan seperti pada Definisi 3.3.2.1,

adalah norm matriks padaf, (), lebih lanjut|Ax| <[[| A|||[X| untuk semua

A € M,,(C) dan semua € C*dan norm identitas I: ||| | ||| = 1.
Bukti.

1. Misalkan4 € M,,(C), karend ||A]|| adalah maksimum dari bilangan
positif, maka ||| 0.

JadilllAlll= O,

maka sifat 1) terpenuhi.
2. Akan dibuktikan, jika || ||| = 0 makad = O.

MisalkanA4 € M,,(C) dengan|||A||EO.

Artinya ||Ax|| = 0,V x dengan|x|| = 1, hal ini berakiba#d = 0.
JadiA= 0.

Selanjutnya akan dibuktikan, jika= 0 maka [|p ||| = O.
MisalkanA = 0 artinyaa; =0, dengan demikian

Il AllE mefAX| =maxjo] =0

Jadill|Alll = 0,

maka sifat 2) terpenuhi.

3. Ambil sebarand € M, (C), c O C, karena
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oA = maxjeAx] = maxc|Ax| =|d max AX| =[] Il Al

maka sifat 3) terpenuhi.

4. Karena untuk sebaranty, BOM,,(C) berlaku

Il A+ B IF max{(A+B)Y

= ma>4|Ax+ BX|

=2

< max{| A +(8)

[X=1

< max|Ax +

IxI=2

ma{Bx

1=

=NIATI1H1B 1
maka sifat 4) terpenuhi.

5. Ambil sebarand\, BOO1M,,(C). Perhatikan bahwa

| ABA
Il ABJIE max
4

__lmsiiex

= By |

A eY

R

=NATILIBIIIL



maka sifat 5) terpenuhi. O

Norm matriks|||:|]|| yang didefinisikan pada Definisi 3.3.2.1 di atdslah
norm matriks yang diinduksi oleh norm vektp|. Norm matriks ini sering
disebut norm operator atau norm batas atas tér{deest upper boundyang

bersesuaian dengan norm veltdr. ([1]: 294)

Norm operator adalah suatu norm matriks sebagaeéaensi dari semua
sifat umum norm vektor. Oleh karena itu, satu jalatuk membuktikan bahwa
suatu fungsi tertentu padé4,(C) adalah suatu norm matriks dengan menunjukkan
bahwa ia diinduksi oleh beberapa norm vektor. $afaya akan dipakai cara ini
ketika membicarakan norm matriks utama yang diseburh pectral ( [1]: 294 )

Ketidaksamaan pada argumen Teorema 3.3.2.2 méayatmhwa norm

vektor ||-|| adalah sesuai dengan norm matriks yang diindijki dan teorema
ini menunjukkan bahwa berkaitan dengan sebarang mektor padd_ " terdapat

norm matriks yang sesuai #ff,,(C). Teorema ini juga memberikan syarat perlu
untuk [||I ||| = 1, untuk suatu norm matrikg-||| yang akan diinduksi oleh
beberapa norm vektor. Sayangnya syarat perlu katmerupakan syarat cukup.

([1]: 294)

Selanjutnya akan diberikan beberapa contoh pertarg norm matriks
yang di induksi oleh norrd? (N) yang sudah biasa digunakan tetapi, bisa juga
dihitung secara langsung tanpa merujuk Definisi2313 Dalam kasus ini, akan

diambil 4 = |a;;| € M,(C). ([1]: 294)

29



Teorema 3.3.2.3 Norm matrikgumlah kolom maksimurtj|-|||» ini didefinisikan
M, (C) melalui ||| Al||,= anaXZ‘aij‘. Norm matriks||||||2 ini diinduksi oleh vektor
=l=n%3

kolom#?(N), oleh karena itu menjadi norm matriks.

Bukti
Q; Qp ... a
. a21 a22 a2n .
Ambil A= : : - | O M,,(C) dan vektor-vektor kolom daA
a, 4, ... a,
adalah
ap; a, ay,
a a a
at=| |, a’=| ”|.., a"=| |, sehingga dapat dituliskan
anl anl ann

A=la‘a’..a"],, a € Cm,
Maka [IN[k= max; <iznla’]], . jika x = [x],
makal A, =[xa, + -+ xa,
< Xia[ma'll, = Zilxllla'],
< Xl l(maxy geen lla®lly) =21y lxi Al

Alxll 1A,

maka sifat satu terpenuhi.

30



Dengan demikiarmqﬂA)ﬂl <||| A|l. Selanjutnya dipilihx = g, (unit vektor basis
ke k), kemudian untuk sebarakg 1,2,...,n, maka

max [|Ax|l; > [11a*]l; = lla”|l,,
el =1

Jadi,

max ||Ax||; = max ||a®|l; =|[|A]||;.
jmax [lAxlly = max lla®ll, ={[I14]1}

Sehingga sudah dibuktikan bahwa norm matriks yainguksi oleh norm vektor

#2(N) merupakan batas atas dan batas bawah |f&d#, .

Akan dibuktikan bahwd||:|||s merupakan norm matriks.
1. Untuk sebarang (M, (C), berlaku

A= r]?jgz(;‘aﬂ ‘ jelaslah bahwsg,| = 0,0i = 12,..n

Akibatnya ||| A|ll= rg}_gz(;\aﬂ 1=0.

Jadi||All}= 0,
maka sifat 1) terpenuhi.
2. Akan dibuktikan, jikg[|A||]; = 0 makaA = 0.

Misalkan AJ M, (C) dengan||| A||l,=0.
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3.

5.

Perhatikan bahwdj| A|||,= r]gg%;‘aﬁ ‘ =0

Karena‘a ‘>O maka‘a ‘—O Akibatnya a; =0.
JadiA = 0.
Akan dibuktikan, jikaA =0 makal||A|[]; = 0.

MisalkanA = 0 artinyaa; = 0,[i, j., dengan demikian
Il AllL= ﬂ%}Z\%\'ﬂ%ﬁ‘ZM =0.

Jadi||| All,=0,
maka sifat 2) terpenuhi.
Ambil sebarangA 0 M,,(C), cC , karena

lllcAllL= ggjgnxg\caj = max2|c|\an, |= maﬂc@l\aﬂ = |c|max2\a, | =[clIAIlL

I<j<n I<j<n I<j<n

maka sifat 3) terpenuhi.

Karena untuk sebarang, BL1M,,(C) berlaku

1A+ B]l},= maxz\aj +b \<maxZ\aJhmaxZ\b.,\—|||A||L+|||B||L

1<j<n I<j<n I<js<n

maka sifat 4) terpenuhi.

Ambil sebarand\, BOOM,,(C). Perhatikan bahwa
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, b
I1AB L= max [ayb;|

j<n

I<j<n




