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PELABELAN KOMBINASI

3.1 Konsep Pelabelan Kombinas
Pelabelan kombinasi dari suatu graf dengattik dan g sisi, (p,q) —

graf G, disebut graf kombinasi jika terdapat fungsi biajetari V(G) ( himpunan
titik di G) ke {1,2,3, ..., p} sehingga nilai setiap sisi yang diperoleh dari korasi
nilai titik ujung yang lebih besar ke nilai titijung yang lebih kecil berbeda satu
sama lainnya.
Definisi 3.1.1
Sebuah graf G dengan banyak tiikdan banyak sisj disebut graf kombinasi
jika terdapat fungsi bijektiff:V(G) - {1,2,3,...,p} sehingga menghasilkan
pelabelan sisjgf: E(G) —» N yang didefinisikan sebagai

g ) — {Cgi jika £ > £©)
Ch) Jika f(@) > f(u)

merupakan fungsi injektif dengaﬁ]’igg menyatakan kombinasi dari sejumlah
f(uw) sebanyakf (v), denganV/(G) merupakan himpunan titik padadanE(G)
adalah himpunan sisi padé, dan u,v € V(G) yang saling berdampingan
(adjacent). Pelabelanf tersebut dinamai pelabelan kombinasi dariGambar

3.1.1 merupakan contoh graf kombinasi dan Gambh?2 Jukan merupakan

suatu graf kombinasi.
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Graf G Graf H
Gambar 3.1.1 Graf Kombinasi Gambar 3.1.2 Bukan graf kombinasi

Graf G terdiri dari 7 titik dan 9 sisi, dari graf @rsebut diperoleh

f:V(G) = {1,23,...,7}, E(G) ={1,23,..,9}, dan g, = {2,3,4,56,7,10,15,21}.
Sedangkan dari graf H diperoleft V(H) - {1,2,3}, E(H) ={1,2,3}, dan

g9,=1233}.

3.2 Konsep Pelabelan Kombinas Pada Graf Khusus.

Pada bagian ini akan dijelaskan mengenai pelabktanbinasi pada
sebuah graf dengap titik dan g sisi, graf lengkap dengan titik, yang
dinotasikan dengark,,, cycle (graf lingkaran) dengan titik, dinotasikan dengan
C,, dan graf bipartit lengkap dengan titik disetiagtisi r , dinotasikan dengan
K, 4.

Teorema3.2.1
Misal G adalah graf dengam titik g sisi. Jika G merupakan graf kombinasi,

maka berlaku

2 r
4q < {p jika p genap

p? — 1 jika p ganjil
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Bukti:
Misalkan f adalah fungsi pelabelan kombinasi untukmaka terdapat himpunan
tiik ~ V(G) ={v,,v3,v3,...,vp}, sehingga f(v)) =1,f(v,) =2, f(vs) =

3,..f(n,) =p . KarenaC} =C}_,, banyak nilai yang berbeda di antara

c? ch, Cch, ---:C§—1 tidak lebih darilgl , di mana |x] merupakan bilangan bulat
terbesar yang sama atau kurang dari x.

Secara umum, banyak nilai yang berbeda di ar@gra ¢, ', C5 ',..,Cp_,_; ,

1<r<p-2 tidak lebih dari[%] . Tetapi nilai-nilai yang berbeda di antara
i, €5 C5,...Ch_; dan nilai-nilai berbeda di antad ™", ¢y, ¢y, .., Cho -,
1 <r <p-2, kemungkinan ada nilai yang sama di antara keguaiKarengf

adalah fungsi pelabelan kombinasi untuk dgraterdapat q nilai sisi yang berbeda

pada sisi graf tersebut, sehingga diperoleh
Py, |p—1 p—(—2)
S I e

Kasus 1. Misalkap = 2k, maka, dari persamaan di atas, diperoleh

2k 2k —1
=[7]+ 5
=k+Gk-D+*k-D+*k-2)+k-2)++1+1
=k+k-D++3+2+1+[k-D+k—-2)+--+3+2+1]
_k(k+1)  (k—1Dk

“ T2 T2

_k(k+ 1) +k(k—1)

[+ 11
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= k2
P’
4

Kasus 2. Misalkap = 2k + 1, maka dari persamaan di atas diperoleh
q<l2k+1J+ %J
- 2 2
=k+k+Gk-1D+Gk-1D+k-2)+hk-2)++1+1
=lk+Gk-1)++3+2+1]+[k+ (k=1 + --+3+2+1]
_k(k+1)+k(k+1)
2 2

k(k+1)+k(k+1)
- 2

2k? + 2k
f &
=k’ +k

ot (1

P il
4
Dari kedua kasus tersebut, diperoleh bahwa

4q < {p 2 e
p? =1 jika p ganjil

2

Akibat 3.2.1

Dari Teorema. 3.2.1 graf lengkap dengatitik, yang dinotasikan dengak,
adalah graf kombinasi jika dan hanya jika 2.

Bukti:
(=) Diketahui bahwaK,, adalah graf kombinasi, maka banyaknya sisi géga

adalah@. Dari Teorema 3.2.1 diperoleh

4n(n -1 - { n? ,jikan genap
2 n? —1 ,jikan ganjil
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2

n ,jika n genap

n?—1 ,jikanganjil =TT

2n2—2s{ ()

Pertidaksamaan (*) hanya dipenuhi olek 1 ataun = 2

Jadi,K,, adalah graf kombinasi dengarg 2.
(&) Diketahuin < 2, makaK, adalahK; dan K,. K; adalah graf lengkap
dengan satu titik. Jadk; adalah graf yang hanya terdiri dari satu titikp@rsisi.

K, adala graf lengkap dengan dua titik dan satu sisi.

@ >—2 @
K, K,

Jadi, untukn < 2, K; dank, adalah graf kombinasi.
Teorema 3.2.2
LingkaranC, merupakan graf kombinasi untuk semuz 3.
Bukti:
Namai titik-titik dari C,, secara berurutan sebagaj, v,,vs, ..., v, denganv,
bertetangga dengaf danv; bertetangga dengaw,; untukl<i<n-1.

Kemudian definisikan pelabelgnV (C,) - {1,2,3, ...,n} dengan

n—1, i=n
f(v;) =4n, i=n—-1
i, 1<i<n-2

pelabelan f adalah pelabelan dengan nilai-nilai sisinyagf(E(Cn))z

{2,3, won—1, n@} Perhatikan bahwa nilai-nilai sisinya berbedaa jildak,

untuk suatr e N, 0<r<n-—2,

nn—1)

S =n—r

n:—n=2n-2r
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n—3n+2r=0

3++v9—-8r
2

n=

Sehingga9 — 8r > 9 saatn >4 . Diperolehr < 0 , kontradiksi. Karena itu,

untukn > 4, C,, merupakan graf kombinasi.

Teorema3.2.3
Graf bipartit lengkap dengan partisi tittkyang dinotasikan dengdty., adalah
graf kombinasi jika dan hanya jika< 2 .
Bukti:
(&) Diketahuir < 2, akan dibuktikark, , adalah graf kombinasi.
Untuk r < 2 makak,, adalahK,; danK,,. Jelas bahwd;,; dankj,,

adalah graf kombinasi

Ar———2—2)

K1,1

Jadi,K ; dankK,, adalah graf kombinasi.

(=) Misalkan A dan B adalah himpunan label pada grafatit. Tanpa
mengurangi keumuman, kita asumsikan bahwa A. Misalkan A =
{1,%;, %y, ..., %_1} dengarl < x; < x, < - < x,_,. Karenac¥+! = ¢**!

1,x € A = 1+ x bukan anggota B (2)
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karena 1 + x,_, bukan anggota B]1+ x,_, € A yang berarti bahwa
1+ x,_, = x,_,. Begitu pula denganl + x,._; € A yang berarti bahwa
1+ x,_3 = x,_,. Kita dapat melihat bahwa
A={1,x;,x;+1,x;+2,...,x;, +7r — 2}
misalkanB = {y;,¥,,¥s, ..., ¥} dengany, <y, <y, <-- <y . Kita akan
mempunyai satu dan hanya satu dari
1<x4+1<x+2<<x;+r=2<y; <y, (2)
atau
1<y <Yy, <<y <X < +1<x;+2< - <x+r—=2 3)
atau
terdapat k0 < k < r, sehingga
1<y <y, <<y <x; <x+1<x; +2
<o <X AT =2 <Yy < Ypg2 < <Yy (4)
Jika r = 3 maka, dari (2), 1dan x, +r—2 anggota A. Hal ini berarti
bahwal + (x; + r — 2) = y; yang anggota B, kontradiksi dengan (1). Dari
(3) kita peroleh bahway, +y, =x; +1 €A, kontradiksi dengan (1).
Karena 1+ (x; +r —2) € A, dari (4) kita perolehl + (x; +r—2) =
Yr+1 € B, Kontradiksi dengan (1). Oleh karena ifi., bukan graf
kombinasi untuk > 3.
Pada bab selanjutnya akan dikemukakan algoritmabpkin kombinasi
pada graf dengan p titik g sisi, graf lengkép, cycle (graf lingkaran)c,, , graf
bipartit lengkapK, , yang berdasarkan pada konsep pelabelan pada behnin

menampilkan hasil dari program yang telah dibuat.



