BAB Il

BASIS GROBNER

A. Algotritma pembagian Polinomial Variabel Banyak

Algoritma pembagian pada polinomial variabel banged&lah perumuman
dari algoritma pembagian polinomial variabel sating telah dijelaskan di bab
sebelumnya. Secara umum tujuannya adalah untuk awnfbe K|[x4, ..., x,]
oleh f,,..,f, € K[xq,..,x,] sehingga f dapat dituliskan dalam bentuk
f=a.fi+-+asfs +r dengan ay,..,a,7r € K[xq,...,x,]. Konsep tentang
pengurutan monomial digunakan pada algoritma perabatl K|[xy, ..., x,,] yaitu

untuk menentukan suku utama dari syat K [x, ..., x,].

Sama seperti algoritma pembagian pada polinomiaiabval satu,
algoritma pembagian pada polinomial variabel banyaka digunakan untuk
mengetahui apakah suatu polinomfa€ K[x, ..., x,,] merupakan elemen ideal

atau bukan.

Sebelum membahas lebih jauh tentang algoritma pgiara di

K[x4, ..., x,], terlebih dahulu diperkenalkan definisi membadibgolinomial.
Definisi 3.1

Misalkan diberikan monomial x% xP € K[xq, ..., x,] dan

780 = {(aq, ..., )|y, ...,y = 0,4, ..., @, € Z}. Monomialx* membagi habis?
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jika dan hanya jikaa; < f, untuk 1 <i<n, yaitu xf = x% x¥ untuk suatu

Y € ZZo.

Di bawah ini adalah algoritma pembagian pada poliab variabel

banyak.
Algoritma 3.2: Algoritma Pembagian pada PolinomialVariabel Banyak

Inputf, f5, e, f o f € K[x4,...,x,] dan relasi urutan monomial > “ pada

K[x1, -, Xn].
Outputy,q,, ...,q,7 € K[x4, ..., x,] dengarf = q1f1 + qof2 + -+ qsfs + 1.

1. Diketahuip = f

2. Jikap = 0 maka algoritma berhenti, jika+ 0 lanjutkan ke langkah 3

3. (i). Jika terdapaff; € {f,,...,f.} denganLT(f;) membagi habid.T(p),
maka lanjutkan ke langkah 4.
(ii). Jika untuk setiagf; € {f,, ..., f,}, LT (f;) tidak membagi habitT (p),
maka lanjutkan ke langkah 5.

4. Dibentuk

3 LT(p)
4= 4T

dan

Kemudian kembali ke langkah 3
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5. Dibentuk r =r 4+ LT(p) dan p =p —LT(p). Kemudian kembali ke

langkah 2.

Untuk lebih memahami algoritma pembagian di polirmariabel banyak,

perhatikan contoh berikut:

Misalkan f = x*y +y2 € R[x,y] dan F ={f,,fo,} ={xy—1,y—1} c
R[x,y]. Akan dicari q;,q,,r € R[x,y] sehinggaf = gif; + »f, +r dengan
menggunakan algoritma pembagian pada polinomiadlvalr banyak dan relasi

urutan monomial yang digunakan adalah relasi ur@acographic.

Dari algoritma 3.2 di atas, pertama diketahui balpwa f, p merupakan
polinomial yang akan dibagi olefy danf,, kemudian algoritma akan berhenti
jika didapatp = 0, artinya tidak ada lagi polinomial yang dapat dibagi olefy
dan f,, sehingga didapatkang,,q, r € R[x,y] dan didapatkan bentuk
f=ah+qftr.

Langkah-langkah pada algoritma 3.2 dapat dituligege di bawah ini.

Perhatikan pada langkah pertama belum dipungypidang,, karena algoritma

belum berjalan, oleh karena itu, langkah pertanpatditulis seperti di bawabh ini.
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Karena LT(f;) = xy membagi habisLT(f) = LT(p) = x*y, maka

_ 1T _ . _
V) dan didapatkan p yang baru yaitu
p=p- _LLTT((;)) fi=x*y+y%—(x)(xy — 1) = y? + x, seperti di bawah ini
1
q,=x
q, =
fi=xy—1 |x2y+y?
fo=y—-1 |[x?y—x
y? +x

Perhatikan untulp yang barulLT (p) = y? tidak dapat dibagi olebhT (f;) = xv,
akan tetapi dapat dibagi olehLT(f;,) =y, sehingga didapatkan

_ LT _ y* _ : , _ \
2=y Y dan didapatkap berikutnya yaitu p =

_LT(p) — 2 _ . il
=Yty -D=x+ty

q, =%

q, =Y
fi=xy—1 |[x2y+y2
fo,=y—1 |x?y—x

Yy +x
yi=y

xX+y
Untuk p = x +y, LT(p) = x tidak dapat dibagi olelhiT(f;) = xy atau

oleh LT(f,) = y, maka menurut langkah 3 (ii) pada algoritma penaragada

polinomial variabel banyak di atas dibentuk= LT (p) = x dan dibentuk

p=p—LT(p) =y.
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q, =X
q, =Y
fi1=xy—1 [x2y+y2
fo,=y—1 | x?y—x
v+ x
y:—y
xX+y r=x
y

LT _y _ 1
LT(fy) v

KarenaLT (p) = y dapat dibagi oleihT(f;) = y, makaq, = q, +

dan didapatkap berikutnya yaitw = p — =2 £, =y — 1(y = 1) = 1

LT(f2)
q,=x
q,=y+1
fi=xy=1 |x2y+y2
fo=y—1 |xy—x
y? +x
yi—y
x+y r=x
y
y—1
1 r=x+1
0

Karena untukLT (p) = 1, tidak dapat dibagi olelAT(f;) = xy ataupun
oleh LT(f,) = y, maka menurut langkah 3 (ii) pada algoritma penaragada

polinomial variabel banyak di atas dibentuk= » + LT (p) = x + 1 dan dibentuk
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p=1-1=0. Karenap = 0 maka algoritma berhenti dan didapatkgn= x,

q,=y+1ldanr =x+1,sehinggy =x(xy - D+ + Dy -1+ (x+1).

Perhatikan bahwa pada langkah 1 tidak hdiy@;) yang dapat membagi
habis LT(f) karenaLT(f,) =y juga membagi habidT(f). Apabila pada
langkah 1LT(f,) digunakan menggantikahT (f;) hasil akhir yang diperoleh
adalah f =(0)fi+ (*x?2+y+1)f, + (x2+1), sehingga dengan demikian
output dari algoritma pembagian pada polinomialaksel banyak tidak tunggal
untuk suatu input yang sama. Output dari algorijoga dapat berbeda-beda,
tergantung dari relasi urutan monomial yang diganak

Perhatikan bahwar yang dihasilkan merupakan kombinasi linier
monomial atas lapangdh yang tidak dapat dibagi habis olER(f;) danLT (f,).
Polinomialr disebut sisa pembagian polinomfaldengan himpunan polinomial
F.

Algoritma pembagian dK[X] bisa dijadikan cara untuk membuktikan
suatu f € K[X] merupakan elemen di c K[X] atau bukan, yaitu jika sisa
pembagianf oleh g € K[X] adalah nol. Sehingga dapat ditulis dalam bentuk
f =qg + 0, berdasarkan corollary 2.25¢ K[X] dapat ditulis dalam bentuk
I = (g) dan kareng = qg makaf merupakan elemen dali Apakah hal yang
sama juga berlaku untuk polinomial variabel banydk®uk menjawabnya

perhatikan contoh di bawah ini.
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Contoh

Misalkan f = xy? —x dan F = {xy + 1,y? — 1}, dengan menggunakan relasi
urutan lexicographic, dan dengan menggunakan algoritma pembagian pada

polinomial variabel banyak didapatkan

f=xy?—x=yy+1)+0y* -1+ (—x—y)

sehingga fel=(xy+1,y%—1). Akan tetapi jika diubah

F = {xy +1,y% — 1} menjadiF = {y? — 1,xy + 1} didapatkan
f=xy?—x=x(y?-1)+0(xy+1)+0
Sehinggg merupakan elemen ddri

Ternyata hal yang sama tidak berlaku pada polinowagaabel banyak.
Jika sisa pembagiafi € K[xy, ..., x,] oleh f, ..., f € K[xy, ...,x,] adalah nol,
maka belum tentyi elemenl c K|[x4, ..., x,,], karena masih ada kemungkinan sisa
pembagianf oleh f, ..., f. € K[xy, ...,x,] yang tidak menghasilkan nol. Oleh
karena itu, akan dicari basis yang lain yang masgimbagun yang sama akan
tetapi bisa menghasilkan sisa pembagian selalu Basis tersebut dinamakan
basis Grobner.

B. Ideal Monomial

Dijelaskan di atas, untuk menjamin bahwa sufta ! c K[xy, ..., x,]
akan dicari pembangun ideaE K|[x,, ..., x,] yang lain, sehingga sisa pembagian

f oleh himpunan pembanguh adalah nol. Berikut ini akan diuraikan suatu
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konsep ideal c K[x,, ...,x,] yang lain dengan himpunan pembanduberupa
monomial-monomial. Untuk selanjutnya ideal monomi@l mempunyai sifat
yang unik sehingga mengakibatkfrdapat dibagi dengan himpunan pembangun

I dan mengakibatkafi € I. Berikut ini merupakan definisi ideal monomial.
Definisi 3.3

Suatu ideall ¢ K[x, ..., x,] adalah ideal monomial jika ada suatu himpunan
bagian A c Z%, sedemikian sehingga terdiri dari semua polinomial dalam

bentuky, ,c4 hox*, dengarh, € K[x4, ..., x,]. Tulisl = (x*|a € A).
Lemma 3.4

Diberikan ideal minomial = (x%|a € A) S K[x, ..., x,]. Monomial x# termuat

dalaml jika dan hanya jika? dapat dibagi olek® untuk suatur € A.

Bukti
=)

Jikax? € 1, makax? dapat disajikan menjadf = ¥ | h; x*® dengan h; €
K[x4, ..., x,] dana(i) € Z%,. Jika setiaph; disajikan sebagai kombinasi linier atas
monomial-monomial, maka setiap suku yang berada paaks kanan dapat dibagi
habis oleh suatw®® denganl < i < k. Jadi, ruas kiri juga memiliki sifat yang

sama yaitu dapat dibagi habis oleh sudtil dengarl < i < k.
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(<)

Jika terdapat suata(i) € Z%, denganl < i < k sehinggax*® membagi habis
xP, makax? = x¥x*® untuk suaty € Z%, dan akibatnya® merupakan kelipatan

dari suatue®®, Jadix? termuat dalani. m

Lemma 3.5

Jika diketahui ideal monomial= (x*|a € A) € K[x,, ..., x,] dan
f € K[xq, ..., x,], maka ketiga pernyataan berikut ekuivalen.

1. feL
2. Setiap suku df termuat dil.
3. f dapat disajikan sebagai kombinasi linier monomahkomial atas field

K padal.
Bukti
(1) = (2)

Jika fe€l, maka f dapat disajikan sebagaf = Y¥ , h;x*® dengan
h; € K[x4, ..., x,] ~dan a(i) € Z%,. Perhatikan bahwax*® €], akibatnya

h;x*@ € I. Dengan demikian setiap sukufdiermuat dil.
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2)=(3)

Jika setiap suku di termuat dil, maka kombinasi linier setiap suku pgdguga
termuat dil. Jadi,f dapat disajikan sebagai kombinasi linier monomahkomial

padal.

3=
Karenaf dapat disajikan sebagai kombinasi linier monomahkomial padd,
maka berlakyf € 1. m

Corollary 3.6

Misalkan I dan ] adalah ideal monomiall =] jika dan hanya jikal dan/

mempunyai monomial yang sama.
Bukti

(=) Misalkan I = J, artinya (x*|a € A) = (x#|B € B). Diambil x* € I, karena
I =], maka x* €]. Sekarang diambilx® € J, karenal =], maka xf € I.

Akibatnya,l danj mempunyai monomial-monomial yang sama.

(<) Misalkan I = (x%|a € A) dan] = (x?|g € B). Jikal dan] mempunyai
monomial-monomial yang sama, mak# € (x*|a € A) dan x® € (x|, € B)

sehinggax®|a € A) = (x#|f € B). m

Teorema 3.7 menunjukan bahwa semua monomial iggaK, ..., x;,]

dapat dibangun secara hingga.
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Teorema 3.7 Lemma Dickson (Cox 1992:70)

Suatu monomial idedl = (x*|a € A) € K[x4, ..., x,] dapat ditulis dalam bentuk
I=8&%W, . x*0p dengan a(i) €A, 1<i<k. Dengan kata lainI

mempunyai suatu basis yang berhingga.
Bukti

Akan dibuktikan dengan menggukan induksi. Jika 1, makal dibangun
oleh monomial-monomiak* dengana € A c Z%,. Misalkan 8 adalah elemen
terkecil dari A c ZZ,, berdasarkan lemma 3.#f haruslah membagi setiap

generator, atall= BA ]

Sekarang asumsikan untuk > 1 dan teorema benar untuk — 1.
Dimisalkan variabel-variabel yang akan digunakaalat, ..., x,_1, y, sehingga
monomial-monomial diK[xy, ..., x,_1,y] dapat disajikan dalam bentuky™,
dengana = (ay, ..., @,_1) € Z%,* danm € N. MisalkanI c K[xy, ..., Xn_1, V]
adalah suatu ideal monomial, dan dimisalkan(x%|x*y™ € I untuk suatu m)

di K[xq,..,x,_1]. Kemudian berdasarkan hipotesis induksi, afi@, ..., x%®
(x%® € {x%|x%y™ € I untuk suatu m} sedemikian sehingga
J =D, x*ORdi K[xy, ..., x,_1]. Dari definisiJ, x*®y™ € I untuk setiap
m; >0, i =1,..,s. Misalkanm = max{m,, ..., ms} danj, = (xf|xfy* € I) di

K[x1,....,Xn_1], k=0,..,m—1. Dari hipotesis induksi, ada®®, .. x®sw
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sedemikian sehingga/, = (x®*W, ., x®%6W)  di  K[xy,..,x,-4], dengan

x@® e {xP|xPyk e I}.
Klaim bahwal dibangun oleh monomial-monomial seperti dibawah in
DariJ = x¢My™m . x*S)ym
DariJ, = x®®, ..., x%®,

Darij, = x1 My, .., x11O)y,

Dari ]m_l = xam—l(l)ym_l' ___,xam—l(s)ym_l_

Perhatikan bahwa setiap monomial ididapat dibagi dari salah satu
monomial dari deretan monomial di atas. Untuk nahlga, misalkanx®y? € I.
Jikap = m, makax®y? dapat dibagi oleh suatf®y™ hal ini berdasarkan pada
konstruksi dari ~. Dengan kata lain, jikg < m — 1, makax®y? dapat dibagi
oleh suatux®?y? hal ini berdasarkan pada konstruksi dgridan berdasarkan
lemma 3.4. Berdasarkan corollary 3.6, monomial-nmaab di atas membangun
suatu ideal yang mempunyai monomial-monomial yaamas sebagail. Ini

mengakibatkan ideal-ideal tersebut sama. Jadimkiarbukti.

Sekarang perhatikarf«Dy* € |, tetapi belum diketahui apakaf®y* €
{x*|a € A} € K[x4, ..., x,—1] denganx,, = y. Tulis I = (xf®), ..., xF)), dengan

xfO el i=1,..,s, menurut lemma 3.4, setiazff @ dapat dibagi habis oleh
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suatu x*@ e A dan I =(x%|a € A). Akibatnya, I2 B&*®, . x*©)E2

&AW, . xFOE=]. Jadi,] = &*D, .. x*CE m
C. Basis Grobner

Definisi 3.8 mengawali pembahasan tentang basibriar.
Definsi 3.8

Misalkan I adalah ideal diK[x,...,x,] dan [ bukan ideal trivial, himpunan
LT(I) = {cx*|3f € I, LT(f) = cx*} adalah himpunan semua suku-suku utama
dari elemen-elemen di. Ideal yang dibangun olebhT (I) dinotasikan dengan

ELT (1)

Preposisi 3.9 menunjujan bah®&&'(I)Badalah suatu ideal monomial dan

dibangun secara hingga.
Preposisi 3.9
Jikal adalah ideal dK[xq, ..., x,], maka:

1. BLT()Badalah ideal monomial.

2. Adag,,..,g, € I sedemikian sehingdaT (I)B= ELT(g,), ..., LT (g,)@
Bukti

1. Untuk setiapg € I dengang # 0, monomial utama darg atauLM(g)

akan membangun ideal monomi&lM(g) |g # 0 dan g € I). Karena
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LM(g) dan LT(g) hanya berbeda pada koefisiennya saja, maka
(LM(g)lg #0dang €1l)=(LT(g)|g #0dang € I) = BLT(1)A

2. Seperti pada pembuktian 1, idé&I'(/)2dibangun oleh monomialM (g)
dengang # 0 dang € I dan teorema 3.7 menyatakan bahVa(/)A=
eLM(g,),...,LM(g,)2 untuk g,,..,g, € I. Karena LM(g) dan LT(g)
berbeda hanya pada koefisiennya saja, maka BLT (I)B=

BLT(g4), -, LT(g,)2 m
Teorema 3.10 (Teorema Basis Hilbert)

Jika ideal I cKl[xy,...,x,] dan G=1{91,..,.9:} €1 dengan

AT ()= ELT(g,), .., LT(g,)d makal = By;, ..., g2
Bukti
Akan ditunjukkan bahwa = By;, ..., g, yaitu:

1. Akan ditunjukangy,, ..., g,B< I. Karena setiagy;, ..., g, € I, maka jelas
bahwaty,, ..., g,BE I.

2. Akan ditunjukanI < By, ..., g:8 Misalkan f € I Dengan menggunakan
algoritma pembagian pada polinomial variabel banyatuk membagyf
dengan himpunan G ={g1, ..., g¢} sehingga diperoleh
f=q191+ -+ q:g9: +r, dengan setiap suku padaidak dapat dibagi
habis olehLT(g,), ..., LT(g:). Akan ditunjukan bahwa = 0. Perhatikan
bahwa r=f—-q91—"—q:9: €l. Jika r#0, maka

LT(r) € BLT(I)B= BLT(g,), ..., LT(g,)® sehingga menurut lemma 3.4
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berakibatLT (r) dibagi habis oleh suaiif'(g;) denganl < i < t. Hal ini
kontradiksi dengan pengandaian di atas, karenamerupakan sisa
pembagian yang setiap sukunya tidak dapat dibadbishaleh
LT(g1), .-, LT(g¢).

Jadi, berlakur =0 dan akibatnyaf = q,9; + -+ q:9: € {91, -, 9¢)

ataul € (gq, .., g¢)- @

HimpunanG tersebut merupakan basis Grobner seperti yandimgikan

di bawah ini.
Definisi 3.11

Misalkan! ideal diK[x4, ..., x,] dan relasi urutan monomiab> “ di K[x4, ..., %]
HimpunanG = {g4, ..., 9:} < K[x4, ..., x,] disebut basis Grébner untuk ideal

terhadap relasi> “ jika dan hanya jikdLT (1)) = (LT (g,), .-, LT(g,))-

Corollary 3.12 merupakan akibat dari Preposisi 3®rema 3.10 dan

definisi 3.11.
Corollary 3.12

Jika I ideal di K[x4,...,x,], maka setiap ideal non trivial d{[xy,...,x,]
memiliki basis Grobner. Setiap basis Grobner untukerupakan pembangun

ideall.
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Bukti

Misalkan I adalah ideal dK[x,...,x,], berdasarkan preposisi 3.9 ada
suatu G = {gy, ..., g} €I sedemikian sehinggdLT(I)) =(LT(g,),...,LT(g,))
dan berdasarkan definisi 3.11 makaadalah suatu basis Grobner. Pembuktian

bahwaG adalah basis dafisama seperti pembuktian pada teorema 310.



