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PENERAPAN

5.1 PERMASALAHAN PENUGASAN PEGAWAI

Dalam suatu perusahaam,pekerja-pekerjaX;, Xo, ... X3 tersedia untuk
mengerejakam pekerjaan-pekerjaaly, Y, ... Y3, masing-masing pekerja ter-
kualifikasi untuk satu atau lebih dari pekerjaakegyg@an tersebut. Dapatkah
semua orang-orang ditugaskan, satu orang per pekerke pekerjaan-pekerjaan
yang ter-kualifikasi bagi mereka.

Kita membangun suatu graf bipa@tdengan bipartisiX,Y), dimanaX =
{ X1, Xo, ... %3}, Y ={ y1, Yo, ... y3}, dan x; dilekatkan key; jika dan hanya jika
pekerja X; terkualifikasi untuk pekerjaary;. Permasalahan menjadi satu dari
menentukan apaka@® memiliki matching sempurna atau tidak. Sesuai dengan
Teorema Perkawinan Hall (4.2), salah satu dariG memiliki suatumatching”
atau “ada suatu himpunan bagf@amlari X sedemikian sehingga\(S | < |S]".
Selanjutnya, kita akan menyajikan suatu algoritmatuki menyelesaikan
permasalahan penugasan pekerja. Diberikan sembagrandipartitG dengan
bipartisi (X,Y), Algoritma tersebut antara menemukan suadtching dari G yang
mensaturate-kan setiap titik dalanX atau, jika ini gagal, menemukan suatu
himpunan bagiaf dari X sedemikian sehinggd\[S) | < |S].

Ide dasar dibalik algoritma adalah sangat sederhgita memulai dengan
suatu sembarangatching M. JikaM mensaturate-kan setiap titik dalanX, maka

M tersebut adalah suatuatching dari tipe yang dibutuhkan. Jika tidak, kita
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memilih suatu titikM-unsaturated u dalamX dan mencari secara sistematis untuk
suatu M-augmenting path dengan titik awalu. Metode pencarian, diuraikan
dengan detail di bawah, menemukan suatu lint&sgka lintasan tersebut ada;

dalam kondisi iniif = M A E(P) adalahmatching yang lebih besar dari padi,

dan karenanya mesaturate-kan lebih banyak titik-titik dalanX. Kita kemudian

mengulang prosedur deng#h sebagai gantM. Jika lintasan tersebut tidak ada,

maka himpunarZ dari semua titik-titik yang terhubung keoleh M-alternating
path-M-alternating path ditemukan. Kemudian (seperti dalam pembuktian

Teorema4.2) S=Z n X memenuhi N(S) | < [S].

Misalkan M adalahmatching dalamG, dan misalkaru adalah suatu titik

M-unsaturated dalam X. Suatu pohorH G disebut suatuM-alternating tree
yang akarnya adalahjika (i) u € V(H), dan (ii) untuk setiap titik dariH, (u,v)-

path yang unik dalanH adalah suatiM-alternating path. SuatuM-alternating

tree dalam suatu graf ditampilkan dalam Gambar 5.1.

Wi Y2 Y3 Y, s

- Gambar_5.1(a
Suatumatching M dalamG

Ys

Xi=U

Gambar 5.1(b)
SuatuM-alternating tree dalamG
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Gambglr 5.2(a) Gambgr 5.2(b)
Kondisi (i) Kondisi (ii)

Pencarian untukM-augmenting path dengan titik asalu menyertakan
pertumbuhan suativ-alternating tree H yang akarnya adalabh. Prosedur ini
pertama kali disarankan oleh Edmonds (1965). Padinga,H hanya terdiri dari
satu titik tunggalu. Selanjutnya dewasa dengan suatu cara, pada sergbar
langkah, salah satu dari dua langkah berikut :

(1) semua titik-titik dariH kecualiu adalahM-saturated dan terjodohkan oleh
M (seperti dalam Gambar 5.2(a)), atau
(i) H memuat suatu titikM-unsaturated berbeda dengano (seperti dalam
Gambar 5.2(b)).
Jika yang terjadi kasus (i) (seperti pada awalamgygberikan) kemudian,

bentuklah himpuna® = V(H) n X danT = V(H) n Y, kita memilikiN(S) 2 T,
akibatnya salah satu dahl(S) =T atau ‘N(S = T

(@) jika N(S = T maka, karena titik-titik dalang{u} terjodohkan dengan
titik-titik dalam T, IN(§| = H-1, menandakan bahw@ tidak memiliki

matching yang mensaturate-kan semua titik-titik dalanX.
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(b) JikaN(S) = T, ada suatu titiky dalamY\T berajasen ke suatu tittkkdalam

S Karena semua titik-titik dafd kecualiu adalah terjodohkan ole,
salah satu darix'= u” atau “x terjodohkan dengan suatu titik ddii Oleh

karenanyaxy & M. Jikay adalahM-saturated, denganyz € M, kita

menumbuhkamd dengan penambahan titik-tittkdanz serta garis-garisy
danyz Kita kemudian kembali pada kasus (i). JykadalahM-saturated,
kita menumbuhkaid dengan penambahan titkdan garisxy, hasilnya
pada kasus (ii). Akibatnya diperoleh bahwg)-path dari H adalah suatu

M-augmenting path dengan titik awall, seperti yang diinginkan.

Gambar 5.3 mengilustrasikan prosedur penumbuhaonpdiratas.
Algoritma yang diuraikan di atas dikenal sebagaitdde Orang Hungaria, dan

dapat diringkaskan sebagai beriku :

~ Gambar5.3
Prosedur penumbuhan pohon
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Kita mulai dengan suatu sembarangiching M.
1. Jika M mensaturate-kan setiap titik dalamX, berhenti. Jika tidak,
misalkanu adalah suatu tititM-unsaturated dalamX. MisalkanS = {u}

danT = @.

2. JikaN(S =T maka IN(S) | < [N |, karena T | =|S| - 1. berhenti, karena
berdasarkan Teorema milik Hall tidak ashatching yang mersaturate-

kan setiap titik dalanX. Jika tidak, misalkag € N(S\T.
3. Jikay adalahM-saturated, misalkanyz € M. GantiSdengarSu {z danT
denganT U {y} dan pergi ke langkah 2. (periksa bahwa | = |S| - 1

dipertahankan setelah penggantian ini). Jika tidakalkanP adalahM-

augmenting (u,y)-path. Ganti M denganif = M A& E(P) dan pergi ke

langkah 1.

Pertimbangkan, untuk contoh, gr& dalam Gambar 5.4(a), dengan
matching awalan M = {Xy», Xsys, Xsys}. Dalam Gambar 5.4(b) suatiVl-
alternating tree ditumbuhkan, dimulai dengaq, sehingga diperoleadugmenting

path x;y2Xoy1. Hasil ini pada suatmatching yang baruid = {X;Yz, Xoy1, XaYs, Xsys},
dan suatuif-alternating tree sekarang ditumbuhkan dag (Gambar 5.4(c) dan
Gambar 5.4(d)) karena tidak ad@—augmenting path dengan titik awalx,,

algoritma berhenti / berakhir. Himpuna® = {x;, X3, X4}, dengan himpunan
tetanggaN(S) = {y., ys}, menunjukan bahwaG tidak memiliki matching

sempurna.
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X1

X1

¥

X2 X3 X4 Xs
}.2 .\-FZ }"4 .\.5
Gambar 5.4(a)

Matching M

" Gambar 5.4(b)
SuatuM-alternating tree

X2 X3 X4

V2 Ys V4
Gambar 5.4(c)

Matching #

Xa X4
Gambar 5.4(d)
Suatuif-alternating tree
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Suatu diagram alur dari metode orang Hungaria tierdalam Gambar 5.5.
Karena algoritma tersebut dapat mensiklus melabsgrlur penumbuhan pohon,

I, paling banyak X | kali sebelum menemukan salah satu dari “s&@ X

sedemikian sehingg&l(9)| < | S|” atau “suatuM-augmenting path, dan karena
matching awalan dapat daugment-kan paling banyak X | kali sebelum suatu
matching dari tipe yang dibutuhkan ditemukan, itu jelas vilahmetode orang

Hungaria adalah algoritma yang bagus.
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ten-saturate-katy
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Tidak ;
3 guatu titik i
Af-unsaturated o dalam X
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Tidak : Fuiytar
3 suatu titik ¥

dalam AEEINT

& weacey | TR Aﬂkmy

Janatu At saturated T

M-augmenting(ey y )-path
Gambar 5.5

Metode orang Hungaria (Bondy and Murty, 1976 : 85)

5.2 PERMASALAHAN PENUGASAN OPTIMAL

Metode orang Hungaria, diuraikan dalam sesi 5.Hladd suatu cara
efisien dari menentukan suatu penugasan layakpdaa pekerja ke pekerjaan-
pekerjaan, jika satu ada. Bagaimanapun satu munglalam penambahan,
berharap mempertimbangkan keefektifan dari paraeneekdalam berbagai
pekerjaan-pekerjaan (diukur, mungkin, berdasarkanntungan perusahaan).

Dalam kondisi ini, satu tertarik dalam suatu pemsagayang memaksimalkan
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keefektipan keseluruhan dari para pekerja. Masdéahpencarian seperti suatu
penugasan dikenal sebagai “masalah penugasan ganmab.

Mempertimbangkan suatu graf bipartit lengkap tedbobengan bipartisi
(X)Y), dimanaX = {x1, X2, ..., Xn}, Y= {Y1, Y2, ..., Yo} dan garisxyy; memiliki bobot
Wi = w(Xy;), keefektipan dari pekerp§ dalam pekerjaalyj. “Masalah penugasan
yang optimal’ jelas sama saja dengan pencariartisnaiching sempurna berat-
maksimum” dalam graf terboboti ini.

Untuk menyelesaikan “masalah penugasan yang optitnal tentu saja,
mungkin untuk menghitung satu-satl matching-matching sempurna dan
menemukan suatu optimal satu diantara mereka. Bagaipun, untuk sangat
besar, maka prosedur tidak efisien. Dalam sediitaiakan menyajikan algoritma
yang baik untuk pencarian suatatching yang optimal dalam suatu graf bipartit

lengkap terboboti.

Kita mendefinisikan suatu “pelabelan titik yangydk” sebagai suatu

fungsi | bernilai-real pada himpunan titiX ©v Y sedemikian sehingga, untuk

semua € Xdany € Y

1(X) +[(y) = w(xy) (5.1)

(Bilangan reall(v) disebut “label” dari titikv). Suatu pelabelan titik yang layak

adalah suatu pelabelan dari titik-titik sedemiksgiingga jumlah dari label-label
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dari dua titik-titik ujung dari suatu garis palisgdikit sama banyaknya dengan
bobot dari garis. Tidak peduli berapapu bobot dmisnya, selalu ada suatu
pelabelan titik yang layak; seperti fungsiang diberikan oleh

[(X) = maks,, ., w(xy) jikax e X (5.2)
I(y) =0 jikayeY

Jikal adalah suatu “pelabelan titik yang layak],adalah himpunan dari

garis-garis yang memenuhi persamaan (5.1); yaitu
E ={xy e E[I(X) +1(y) = w(xy)}

Graf bagian pembangun dad@ dengan himpunan gari§ diacu pada
“kesamaan graf bagian” berkorespondensi dengarbglala titik yang layal,
yang dinotasikan olefy;. Hubungan antara kesamaan graf bagiannoohing-

matching optimal disediakan oleh teorema berikut.

Teorema5.1
Misalkan| adalah suatu pelabelan titik yang layak @ardika G, memuat suatu

matching sempurna*, makaM* adalah suatmatching optimal dariG.

Bukti :
Misalkan G memuat suatwatching sempurnaM*. KarenaG, adalah suatu graf
bagian pembangun dafs, M* juga merupakanmatching sempurna dari G.

Sekarang

W(M*) = EEEM&W[E) :szVl(tjj (53)
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Karena masing-masing € M* anggota dari kesamaan graf bagian dan titik-titik

ujung dari garis-garis dakil* menutup masing-masing titik tepat satu kali. &nl
pihak, jikaM adalah sembaramgatching sempurna dafs, maka
W(M) :EaElisew[ej :EvEUl(p] (5-4)

Berdasarkan (5.3) dan (5.4) bahWwéM*) = W(M). AkibatnyaM* adalah suatu

matching optimal.m

Algoritma di atas adalah dasar dari suatu algorittadam kaitan dengan
Kuhn (1955) dan Munkres (1957), untuk pencariaritsoatching optimal dalam
graf bipartit lengkap yang terboboti. Langkah-laalgkita mendekati hasil yang
diperoleh Edmonds (1967).

Algoritma ini dimulai dengan suatu sembarang palkaititik yang layak
(sebagai contoh, satu yang diberikan (5.2)), latapkanG,, pilih suatumatching
M sembarang dala@, dan terapkan metode orang Hungaria. Jika suatching
sempurna ditemukan dalaB@ kemudian, berdasarkdreorema 5.1, matching ini
adalah optimal. Jika tidak, metode orang Hungaerakhir dalam suatmatching
M’ yang tidak sempurna, dan suadfii-alternating tree H yang tidak memuat

M’ -augmenting path dan tidak dapat ditumbuhkan lebih lanjut (dal&h Kita

kemudian memodifikadi ke suatul pelabelan titik yang layak dengan sifat yang

keduanya KM’ 7 dan “H” tidak termuat dalam dalar® danH dapat diperluas

dalam G,. Seperti modifikasi dalam pelabelan titik yang dlydibuat baik
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diperlukan ataupun tidak, sampai suaatching sempurna ditemukan dalam

kesamaan graf bagian.

3 5 5 4 1 3 5 5 4 115 3 5 5 4 174
2 2 0 2 2 2 2 0 2 2|2 2 2 0 2 242
2 4 4 1 0 2 4 4 1 014 2 4 & 1 03
0 1 1 0 0 0 1 1 0 01 0O 1 1 0 0|0
1 2 1 3 3 1 2 1 3 313 1 2 1 3 343
0 0 0 0 O G I 1 4 09
Gambar 5.6(b Gambar 5.6(c
Gambar 5.6(a) (b) ©)
X1 X2 X3 X4 X5
i V. Y3 V. Y5

42 J4
Gambar 5.6(d)

.Vl VZ .\'3 Y. .VS

Gambar 5.6(e)

Berikut ini adalah algoritma dari Kuhn-Munkres.

Algoritma Kuhn-Munkres
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Mulai dengan suatd pelabelan titik yang layak dengan sembarang,
menentukarts, dan memilih suatmatching M secara sembarang dal&n
1. Jika X adalahM-saturated, maka M adalah suatumatching sempurna
(karena |X | = |Y |) dan karenanya, berdasarKéeorema 5.1, suatu
matching optimal; dalam kondisi ini, berhenti. Jika tidakisalkan u

adalah suatu titiM-unsaturated. MisalkanS= {u} danT = @.
2. JikaNg (S = T, pergi ke langkah 3. Jika tidale (S) =T. Hitung

ety = minee s{1(x) + 1(y) — w(xy))

YET
danl pelabelan titik yang layak diberikan oleh
l(v)—a,jlkaves
IW={1l(v)+a,jlkaveT
(%) yang lain
(catatan bahwa daz, > 0 bahwaNg (S = T). Gantil dengani danG

dengarg;.

3. Memilih suatu titiky dalamNg|(S)\T. Seperti dalam prosedur penumbuhan
pohon dari sesi 5.1, mempertimbangkan apakatialahM-saturated atau

bukan. Jikay adalahM-saturated, denganyz € M, gantiSdengarSu {7},

dan pergi ke langkah 2. Jika tidak, misallRaadalah suati-augmenting

(u,y)-path dalamG,, gantiM denganif =M A E(P), dan pergi ke langkah
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Dalam pengilustrasian algoritma Kuhn-Munkres, iangat tepat untuk
menyajikan suatu graf bipartit lengkap yang terttio@odengan suatu matrik4/
= [w;], dimanaw; adalah bobot dari garigy; dalamG. Kita akan mulai dengan
matriks dari Gambar 5.6(a). Dalam Gambar 5.6(blalqman titik yang layak
(5.2) ditunjukan (dengan penempatan label gdakie sebelah kanan dari baris
dari matriks dan label dayi dibawah kolomy) dan entri-entri berkorespondensi
ke titik-titik dari kesamaan graf bagian yang teérkditandai; kesamaan graf
bagian itu sendiri digambarkan (tanpa bobot) daEambar 5.6(c). Itu ditunjukan
dalam sesi sebelumnya bahwa graf ini tidak mem(likinpunanS ={xs, Xs, X4}
memiliki himpunan tetanggay{, ys}). Kemudian kita memodifikasi awalan
pelabelan titik yang layak kita ke satu diberikasdach Gambar 5.6(d). Suatu
penerapan dari metode orang Hungaria sekarang nmudannbahwa kesamaan
graf bagian yang terkait (Gambar 5.6(e)) memitriatching sempurna Xyya, Xoy1,
X3Y3, XaY2, Xsys}. Ini oleh karenanya suatuatching optimal dariG.

Suatu diagram alir untuk algoritma Kuhn-Munkres edikan dalam
Gambar 5.7. dalam siklus Il banyaknya perhitungarhitungan yang
dibutuhkan untuk menghitun@ adalah dengan jelas dari ordet Karena
algoritma dapat mensiklus melalui 1 dan 1l palingnppak |X | kali sebelum
penemuan suatM-augmenting path, dan karenamaching yang awal dapat di-
augment-kan paling banyak K | kali sebelum suatu matching yang optimal
ditemukan, kita setuju bahwa algoritma Kuhn-Munkesilah algoritma yang

baik.
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MULAIL:
Ilasukan sembarang
pelabelan titik yang
layak

mencati O dan suaty
tatching Jf dalam G,

~
A

BERHENTI :
. Bpakih X M-saturateddalan G Mot vl
matching yang
optital
Tidak:
dsuatu title .
M-unsaturated o dalam X
Wz
T
1
Hitung <
a, T dan Ge * ]
Tidak :
1 W 3 suaty titik y Suzr s
o ”
S dalam V(5N TUlsr
dalatm Mo (SINT
i 6
GG
Tidak:

<
-
3 suatu M-augmenting(y, ¥ )-path

Gambar 5.7
Algoritma Kuhn-Munkres (Bondy and Murty, 1976 : 89)
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