BAB |1

KONSEP DASAR TEORI GRAF

Teori graf adalah salah satu cabang matematika jemg berkembang
dengan pesat. Teori ini sangat berguna untuk mepgegkan model-model
terstruktur dalam berbagai keadaan. “Struktur-stnuiang terdiri atas kumpulan
objek-objek yang berkaitan satu sama lain dapatadimodelnya dengan sebuah
graf, dengan simpul sebagai representasi objeldsm,sisi sebagai representasi
kaitan atau hubungan di antara objek itu” (Kusuni&®®g : 1).

“Sebuah graf adalah sebuah himpunan terhinggadséng yang memuat
objek-objek yang disebut simpul dan himpunan pasarigk urut antara simpul-
simpul yang berlainan yang disebut sisi” (Kusuni98 : 8).

Teori graf sering digunakan dalam studi tentangngan transportasi,
jaringan komunikasi, jaringan listrik, struktur sawa kimia, pewarnaan peta,
desain arsitektur, penjodohan dan bidang yang yainRerkembangan teori graf
tidak terlepas dari permasalahan-permasalahan Yemgs dipecahkan pada
berbagai bidang tersebut, bahkan seringkali sebieaini lahir dari suatu
permasalahan sederhana yang selanjutnya berkerdbaggn pesat menjadi teori

yang mapan.
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3.1Graf
Definisi 3.1 Graf
Suatugr af (graph) G adalah sebuah pasangan tak-terurut\ddanE;
yaituG = {V(G), E(G)} = {V, E}dengan :
1. V adalah himpunan simpul€rtey.
2. E adalah himpunan sisiedgg; yaitu pasangan (tak-terurut) dari dua

simpul (Kusumah, 1998 : 8).

Mulai saat ini dan seterusnya dalam makalah imiais “simpul” akan
diganti dengan “titik” dan “sisi” akan diganti dearg “garis”. Penggantian istilah
ini karena dalam kehidupan nyata istilah “titik” nda‘garis” lebih sering
digunakan dari pada istilah “simpul” dan “sisi”. iIg@n begitu orang yang belum

pernah belajar atau baru belajar teori graf akadainumemahami.

Definisi 3.2 Orde

Ordedari grafG, ditulis M(G)| =n, adalah banyaknya titik pada graf.

Definisi 3.3 Ukuran

Ukuran dari grafG, ditulis E(G)| =m, adalah banyaknya garis pada graf.

Definisi 3.4 Derajat

Derajat dari suatu titik pada grad adalah banyaknya titik lain yang terhubung

(secara langsung) ke titik tersebut.
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Definisi 3.5 Titik Ujung
Dua titik pada graf yang dihubungkan oleh suatisgéisebutitik-titik ujung

(Bondy and Murty, 1976: 3).
o—-0

n e=(uv) v
Gambar 3.1
u danv adalah titik-titik ujung dari garis = (u,v) = (v,u)
Definisi 3.6 Insiden

Suatu garis dan suatu titik sebagai titik ujunggpgdris tersebut dikatakan saling

berinsiden atauber sentuhan (Bondy and Murty, 1976: 3).

1 e=(uv) v
Gambar 3.2
u danv berinsiden dengan gaes= (u,v) = (v,u)

Definisi 3.7 Garis Ajasen
Dua garis pada graf dikatakan salitgrajasen atau bertetangga (secara

langsung) jika kedua garis tersebut berinsiden aesgtu titik yang sama

(Bondy and Murty, 1976: 3).
O 0
uoe=(Wv) v d=(v,w) W
Gambar 3.3
garise dan garigl saling berajasen

Definisi 3.8 Titik Ajasen
Dua titik pada graf dikatakan salingerajasen atau bertetangga (secara
langsung) jika kedua titik tersebut berinsiden @demgatu garis yang sama

(Bondy and Murty, 1976: 3).
o—-0

n e=(uv) v
Gambar 3.4
titik u dan titikv saling berajasen
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3.2 Penygjian Graf

Graf dapat disajikan dalam 3 cara yang berlainaaituy dengan
menggunakan himpunan pasangan tak-terurut, diageanmmatriks. Sebuah graf
yang dinyatakan dalam bentuk himpunan dapat dikgatdalam bentuk diagram

atau matriks, dan sebaliknya.

3.2.1 Bentuk Diagram

Dalam bentuk diagram, setiap titik pada graf digarkbn dengan sebuah
lingkaran kecil dan setiap garis pada graf digakdradengan segmen garis yang
menghubungkan 2 titik.

Diameter lingkaran, terisi atau kosong di bagialamaingkaran, panjang
segmen garis serta kelengkungan segmen garis pddl diperhatikan atau

dipermasalahkan.

1 e=(uv) v
Gambar 3.5
Bentuk diagram suatu graf
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3.2.2 Bentuk Himpunan

Dalam bentuk notasi himpunan, sebuah graf dinyatalkengan pasangan
terurut dari dua himpunan; yaitu himpunan titik dampunan garis. Himpunan
garisnya merupakan kumpulan dari pasangan takdtedari dua titik.
Contoh 3.1 :

GrafG = {V, E} denganV = {u, v} danE = {e = (u, v)}.

3.2.3 Bentuk Matriks
Matriks yang digunakan untuk menyajikan sebuah @edlah matriks

ajasensiddjacency matrixdan matriks insidensir(cidence matrix

Definisi 3.9 Matriks Ajasensi
Matriks ajasensi\(G) = [ay] dari sebuah gra® didefinisikan dengan
ax =1, jika ¢, ) € E(G)
" { ax =0, jika ¢, v) € E(G)

Definisi 3.10 Matriks Insidensi
Matriks insidensi(G) = [i] dari sebuah graf G didefinisikan dengan
i = 1, jika garig berinsiden dengan titik
ijk {

i = 0, jika garig tidak berinsiden dengan titk
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Contoh 3.2 :

Misalkan penulis mengundang 6 teman untuk pestaguiahun penulis, mereka
dengan b, c, d, e dan f; sedangkan b saling mehdengan c dan e; sedangkan c
saling mengenal dengan d dan e; sedangkan d salergenal dengan e, f;
sedangkan e saling mengenal dengan f.

Penulis ingin mengetahui bentuk graf yang terbenfdngan “inisial nama”
menyatakan “titik” dan “hubungan saling kenal” matakan “garis” maka dapat

dibuat graf berikut :

\r)ef e12 [
Gambar 3.6
G ={V, E} dengan
V={a,b,cd e, f}dan
E = {&:=(a,b), e=(a,c), e=(a,d), e=(a.e), e=(a,), &=(b,c), e=(b.e), e=(c,d),
&=(c.e), @=(d,e), &=(d.f), a=(e,f)}

Matriks Insidensi

[ a b ¢ d e f]

Matriks Ajasensi ee 1 1 0 0 0 (
[ a b cd e f{ e, 1 0 1 0 0 0

a0 1111 ee 1 0 0 1 0 0
b10101 e 1.0 0 0 10
A9=[a]=lc 1 1 0 1 1 { & 1 00 0 0 1
d1 010 1 1G)=]i,]=|es O 1 1 0 0 0

el 1 11 0 1 e 0 1. 00 190

100 1 1 d e 0 0 1 1 0 0

- - e 0 0 1 0 1 0

e, 0 0 0 1 1 (

e, 0 0 0 1 01

e, 0 0 0 0 1 |t
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3. 3 Pelabelan Pada Gr af
Pelabelan pada graf adalah pemberian kode padadkmnpgraf, yaitu

titik dan garis. Pelabelan pada graf biasanya mamaigan warna.

Definisi 3.11 Pewar naan Sejati (Proper Colouring)
Titik-titik atau garis-garis yang saling ajaseratiddiperbolehkan diberi kode yang
sama:
1. vy dany; saling ajasen dengan =1, 2, 3, ... n;i #jdan |V | =n maka
tidak diperbolehkagyv = cv.
2. e dang saling ajasen denganj = 1, 2, 3, ... m; i ] dan | =m maka
tidak diperbolehkace = cg (Bondy and Murty, 1976: 91).

cv dancy, adalah code warna padadany;.

Definisi 3.12 Pewarnaan Tak Segjati (I mproper Colouring)
Titik-titik atau garis-garis yang saling ajasen afipplehkan diberi kode yang
sama:
1. v; dany; saling ajasen dengan =1, 2,3, ... n;i = dan [V | =n maka
diperbolehkarcy = cv.
2. ¢ dang saling ajasen denganj = 1, 2, 3, ... m; i =] dan | =m maka
diperbolehkarce = ey (Bondy and Murty, 1976: 91).

cv dancy, adalah code warna padadany;.
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Contoh 3.3:

1. Pewarnaan Sejati :

2 C cs
ﬁsﬁf
ey~ iy
o ,
e -
S -

Gambar 3 8

Definisi 3.13
Bilangan kromatik titiky(G) menyatakan total warna minimum untuk mewarnai
titik-titik dengan syarat dua titik yang berajaseswrus mempunyai warna yang

berbeda (Bondy and Murty, 1976: 117).

Definisi 3.14
Bilangan kromatik garig’(G) menyatakan total warna minimum untuk mewarnai
garis-garis dengan syarat dua garis yang berajssers mempunyai warna yang

berbeda (Bondy and Murty, 1976: 91).

22



3.4 Graf Khusus
Definisi 3.15 Graf tak Berarah (Undirected Graph)
Graf tak-beraral® = {V,E} adalah graf dengan syarat :
1. V adalah suatu himpunan yang anggotanya disedstéxatau titik.
2. E adalah suatu himpunan dari pasangan (tak-terdant)dua titik, disebut
edgeatau garis (Bondy and Murty, 1976: 1).
vl v2

o—0
Gambar 3.9

e = (Vi,\o) = (V2,v1)
Definisi 3.16 Graf Berarah (Directed Graph)
Graf beraralG = {V,A} adalah graf dengan syarat :

1. Vadalah suatu himpunan yang anggotanya diseftéxatau titik.

2. A adalah suatu himpunan dari pasangan (terurutlitdirdisebutdirected
edgesarcsatau anak panah karena memiliki arah yang menunjaiaal
dan akhir.

Suatuarc e = arc(x,y) dianggap berarah darikey ; dengarx disebut ekor dag
disebut kepala dari anak panalc € = arc (y,x) kebalikan dararc e = arc(x,y)

(Bondy and Murty, 1976: 171).

vl v2 vl v2

O—=0 o—0

Gambar 3.10 Gambar 3.11
Arc e = arc {1,\2) Arc & = arc {/;,v1)

Jika suatu graf tidak memiliki keterangan apakadif ¢perarah atau graf

tidak berarah maka diasumsikan graf yang dimakdathh graf tidak berarah.
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Definisi 3.17 Graf Kosong (Null Graph)
Graf nol atau graf kosong adalah graf yang tidaknitile garis. Notasinya adalah

N, dengam banyaknya titik darN (Kusumah, 1998 : 13).

] oo

] oo o O S

N1 N2 N3 N4
Gambar 3.12

Definisi 3.18 Graf Bagian (Subgraph)
Graf bagiarH dari grafG = {V,E} adalah pasangan tak-terurut défidanF yaitu
H = {W,F} denganW < V danF < E, dinotasikan dengad = G

(Bondy and Murty, 1976: 8).

a

Gambar 3.13 Gambar 3.14
GrafG = (V,E) GrafH = (W,F)
V=(b,cd) W= (a b, c)
E={(ab), @c), (ad), (b,d), (c,d)} F={(ah), (b,c), (ca)}

Definisi 3.19 Graf Teratur (Regular Graph)
Graf teratur adalah graf yang setiap titiknya menyaw derajat yang sama.

Notasinya adalaRy dengard sebagai derajat setiap titiknya.

Banyaknya garis pada graf teratur adalak- E

(Kusumah, 1998 : 13).

N

Gambar 3.16

Gambar 3.15
ambar R,

R4
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Definisi 3.20 Graf Lengkap (Complete Graph)
Graf lengkap adalah graf yang setiap titiknya ajagengan semua titik lainnya
pada graf tersebut. Simbolnya adakgldengam banyaknya titik.

K, adalah graf teratur berderajat-(1)

nin—1)

-
=

Banyaknya garis pad&, adalah m = G] =

(Kusumah, 1998 : 13).

o0——0
Gambar 3.17
K>

Gambar 3.18
Ks
Gambar 3.19
Ka Gambar 3.20
Ks

Misalkan titik-titik X1, X2, X3, ..., Xh-1, X, adalah titik-titik pad&..
Terdapat garigntarax; dengamnx;, xs, ..., X,-1, X, jadi adan-1 garis.
Terdapat gariantarax, dengarxs, ..., X, -1, X, jadi adan-2 garis.
Terdapat gariantaraxz dengarxy, ..., X, -1, X, jadi adan-3 garis.
Terdapat garigntarax, .. dengarx,.; danx, jadi ada 2 garis.

Terdapat gariantarax,.; dengarx, jadi ada 1 garis.

_n(n-1)

Jadi total garis adan{l) +(n-2) + (n-3) + ... + 2+ 1

-
e
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3.5 Peristilahan Pada Gr af
Definisi 3.21 (Loop)
Loop pada graf berarah adalah garis yang bermula daakhoe pada titik yang
sama. Sedangkdnop pada graf tak-berarah adalah garis dengan diaufiting
yang sama (Bondy and Murty, 1976: 3).
i D
gn;;? Gambar 3.22
Looppada graf berarah Loop pada graf tak-berarah

Definisi 3.22 (Link)
Link pada graf berarah adalah garis yang bermula deaklioe pada titik yang
berbeda. Sedangkéink pada graf tak-berarah adalah garis dengan dkaifitng

yang berbeda (Bondy and Murty, 1976: 3).

O———=>0 o——O
Gambar 3.23 Gambar 3.24
Link pada graf berarah Link pada graf tak-berarah

Definisi 3.23 Link Rangkap (Multi Link)
Link rangkap adalah ddank berbeda yang sama-sama menghubungkan dua titik

ujung berbeda yang sama (Bondy and Murty, 1976: 3).

s

‘“x_______d_#
Gambar 3.25

Link rangkap

Jika suatu graf tidak memubdop ataulink rangkap maka graf tersebut

disebut graf sederhana.
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3.6 Jalan, Jg ak, Lintasan dan Siklus

Definisi 3.24 Jalan

Sebuahjalan dalam grafG adalah urutan tak n®W = vpevs ... .16V ... k-168Vk
yang suku-sukunya bergantian antara titik dan gdemsiikian sehingga ujung dari
g adalahvi.; danv; untuk 1= i = k. Banyaknya garis pad& adalah panjang jalan

tersebut.

Definisi 3.25 Jgjak
Sebuahjgjak adalah jalanwW yang semua garisnya berlainan, sedanglepak

tertutup adalah jejak yang titik awal dan titik akhirnyarsa

Definisi 3.26 Lintasan dan Siklus

Sebuahlintasan P, adalah jalanW yang semua titiknya berlainan, sedangkan
sklus C, adalah lintasan yang titik awal dan titik akhirrg@ma.n menyatakan
banyaknya titik.

NotasiCn =Voe1Vi ... 18V ... \h.1eVo dapat ditulisC, = VoV ... \LaVi ... h-1Vo.

Contoh 3.4 :

Gambar 3.26
Jalan : v7€13Vs€12V5e7V0e1V1E8V5E5V1 E2V2E3V2€1 1VaE5V3E4V2E1 (V5€1 3V6€14Va
Jejak  : Voe1V1€gVs€9V1EoV2E3V2E4V3E5V4€11V2€1 (V€1 V6 1 4Ve
Jejak Tertutup  Vg€1V1€5VsE9V1EV2€3V2€4V3E5V4€1 1V2€1 (V5E7 V0
Lintasan : Ve V16gVsesVaesVz = Ps
Siklus : vpevieverVseVg = Cy
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3.7 Graf Bipartit (Bipartite Graph)

Graf bipartit adalah graf yang titik-titiknya dapdtbagi ke dalam 2
himpunan terpisaN; danV, sedemikian sehingga setiap titik pada himpuvan
dapat berajasen hanya dengan titik-titik pada himaply, , begitu pula dengan
titik-titik pada himpunarV;, ; yaitu tidak ada garis yang menghubungkan antara
dua titik dalam satu himpunan. Parti§i dan partisiV, biasa diringkas menjadi
bipartisi (V1,V2). Seringkali simbolV; ditulis denganX dan simbolV, ditulis

dengany, sehingga bipartisMy,V>) ditulis dengan bipartisiq; V).

Definisi 3.27 Graf Bipartit (Bipartite Graph)
Graf bipartitG = {V;E} dengan bipartisi\{1,V,) adalah graf dengan syarat :
1. Setiap titik pada himpunad merupakan anggota dari salah satu himpunan

bagianV; atauV, dengarv, n Vo = @ danV; u Vo = V.

2. Setiap garis berbentuk= (v1,v2) denganv; € Vi danv; £ Vs,

(Bondy and Murty, 1976: 5).

\ Y V.
v (|
-\_\_\_\_\_\_\_\_\—_ 3'] ¥
Viz |
h_'i' ¥iz
Vis (O
Vi (] o
N/ N/
Gambar 3.27

Graf Bipartit
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Berdasarkamefinisi 3.13, graf bipartit memiliki bilangan kromatij(G) = 2

1. wvi,vw € Videngan, j=1,2,3, ... ;i %] ; V1| =ns makavy danvy tidak

akan berajasen. Jaglivi £ V; bisa memakai 1 warna.

2. WV ,Vy € Vodengan, j=1,2,3, ... ;i ] ; M| =Nz makavy danvy; tidak

akan berajasen. Jagliv, £ V, bisa memakai 1 warna.

- Jika sembarang danv, berajasen maka perlu 2 warma.
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