BAB I11

ANALISIS DISKRIMINAN

3.1 Analisis Diskriminan

Analisis diskriminandiscriminant analysis) merupakan salah satu metode
yang digunakan dalam analisis multivariat. Dalaraliais diskriminan terdapat
dua jenis variabel yang terlibat yaitu variabel deldan variabel terikat. Variabel
bebas dalam analisis diskriminan berupa data meinkerval dan rasio)
sedangkan variabel terikatnya berupa data nonm@toitiinal dan ordinal). Oleh
karena itu, analisis diskriminan termasuk ke dakmalisis multivariat metode
dependensi (Sharma, 1996).

Analisis diskriminan adalah teknik multivariat uktmemisahkan objek-
objek dalam kelompok yang berbeda dan mengelompo&kgek baru ke dalam
kelompok-kelompok tersebut (Johnson, 1956). Armlisliskriminan dapat
digunakan jika variabel terikatnya terdiri dari dkelompok atau lebih. Apabila
variabel terikatnya lebih dari dua kelompok, maketade yang digunakan adalah
analisis diskriminan multipehgultiple discriminant analysis).

Ada dua tujuan utama dalam pemisahan kelompokndataalisis
diskriminan, yaitu (Rencher, 2002) :

1. Aspek deskriptif atau menggambarkan pemisaletmmipok, di mana fungsi
linier variabel (fungsi diskriminan) digunakan uktmenggambarkan atau
menjelaskan perbedaan-perbedaan antara dua aihukkbmpok. Tujuan

dari gambaran analisis diskriminan meliputi ideké$i kontribusip variabel
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untuk memisahkan kelompok dan mencari hasil yarignap di mana poin-
poin tersebut dapat menjelaskan gambaran terb#pdeslompok.

2. Aspek prediksi atau mengelompokkan observadakam kelompok, di mana
fungsi linier atau kuadratik variabel (fungsi pelogepokan) digunakan untuk
menentukan unit sampel individu ke dalam salah gS#n beberapa
kelompok. Nilai-nilai yang diukur dalam vektor obgasi dari individu atau
objek akan dievaluasi oleh fungsi pengelompokanluntencari kelompok di
mana individu dipastikan termasuk di dalamnya.

Ada beberapa kasus analisis diskriminan, di anyara

1. Analisis Diskriminan Linier [(inear Discriminant Analysis).

Analisis diskriminan linier digunakan jika databuah variabel bebas
berdistribusi normal multivariat dan setiap kelohkmpga memiliki matriks
varians kovarians yang sama.

2. "Analisis Diskriminan KuadratikQuadratic Discriminant Analysis).

Analisis diskriminan kuadratik digunakan jika daisbuah variabel
bebas berdistribusi normal multivariat tetapi nk&trivarians kovariansnya
tidak sama dalam setiap kelompoknya.

3. Analisis Diskriminan FisherHisher Discriminant Analysis).

Analisis diskriminan Fisher digunakan jika datduah variabel bebas
tidak berdistribusi normal multivariat tetapi mk#ivarians kovariansnya

sama dalam setiap kelompoknya.
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4. Analisis Diskriminan NonparametrikNonparametric Discriminant Analysis).
Analisis diskriminan nonparametrik digunakan jikatal p buah
variabel bebas tidak berdistribusi normal multigardan matriks varians
kovariansnya tidak sama dalam setiap kelompoknya.

Analisis diskriminan melibatkan kombinasi linieard dua atau lebih
variabel bebas untuk membentuk suatu fungsi diskemyang dapat digunakan
untuk membedakan suatu kelompok dengan kelompaokyai Kombinasi linier
untuk analisis diskriminan memiliki bentuk persaméaier, yaitu:

L=h, +b X, +b,X ,+..+b X (3.1)
di mana,L = score diskriminan,b= bobot (veight) dan X = variabel bebas.

Dalam tujuan utama analisis diskriminan, yaituekspleskriptif, fungsi
diskriminan yang terbentuk digunakan untuk membadakuatu kelompok
dengan kelompok lainnya dalam suatu populasi. Selaituk membedakan
kelompok, fungsi diskriminan juga dapat digunakamtuld masalah
pengelompokan yaitu dalam aspek prediksi, fungsgy@rbentuk adalah fungsi
pengelompokan yang digunakan untuk mengelompokKzsergasi ke dalam
kelompok yang telah ada. Fungsi pengelompokan isebdit juga fungsi
diskriminan, namun fungsi diskriminan ini tidak samengan fungsi diskriminan
pada aspek deskriptif.

Pada proses pengelompokan analisis diskriminatiapseobservasi
sebelumnya sudah diketahui masuk ke dalam salahkstdmpok dari beberapa

kelompok yang ada. Dengan demikian, akan muncul s&@n kesalahan
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pengelompokan. Dari konsep inilah dapat diketah@besapa baiknya
pengelompokan yang dilakukan oleh analisis diskramitersebut.

Proses pengelompokan dalam analisis diskriminkkukan dengan cara
membentuk suatu fungsi pengelompokan masing-madstampok, selanjutnya
dihitung suatu skor setiap observasi dari masingimgafungsi pengelompokan
tersebut yang disebut dengan skor diskriminan.

Pengelompokan menggunakan skor diskriminan dilakukdengan
membuat suatu aturan pengelompokan untuk mengetdisgrvasi masuk ke
dalam kelompok yang ada. Berikut akan dibahas matpengelompokan dalam

analisis diskriminan.

3.2 Aturan Pengelompokan

Misalkan sebuah popula& terdiri darig kelompok 7z, 77, ..., 7z, dengan
masing-masing wilayahrggion) R,R,,...,R;. Suatupengukuran terdiri darnp

variabel bebasX’ :[xl,xz,...,xp] dilakukan pada setiap kelompok sebangak
observasi atau objekx, :{xml,xmz,...,xm}; m=12,..,p. Perbedaan antar

kelompok dapat dilihat dari fungsi kepadatannyp(,x) Jika observasi berasal

g
dari kelompoki, 7z ; i=1,2,...,g dengan peluang priop. di manaz p=1.

i=1
Besarnya biaya/resiko salah pengelompokan adaobgarvasi yang berasal dari

kelompoki (7z) dikelompokkan sebagai kelompdk( 7z ) dinotasikan dengan

c(k|i) dengan peluan@ (kfi); i,.k=12,.. g.
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Berikut akan dibahas beberapa metode untuk memteberaturan
pengelompokan observasi atau objek ke dalam satatkelompok dari beberapa

kelompok yang ada pada analisis diskriminan.

3.21 Metode ECM Minimum
Nilai harapan dari salah pengelompokarExpected Cost of

Misclassification = ECM) dibangun oleh tiga komponen, yaitu pelugnigr p,
biaya/resiko salah mengelompokka@k|i) dan peluang salah mengelompokkan
P(Kli)

Biaya/resiko salah pengelompokan akan bernilai sderggan nol atau
c(kli)=0 jika k=i. Misalkan R adalah himpunan semux yang
dikelompokkan sebagar, , maka peluang salah pengelompokm'(l(|i)) adalah

peluang bersyarat mengelompokkan observasi sebagapadahal observasi

tersebut berasal dart, yaitu:

P(kfi)= [ f (x) dx,

R

untukk #i; i,k =1,2... ,g, peluang bersyara?(i|i)=1—zg:P(k|i).

k=1
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Biaya/resiko salah pengelompokan dapat didefiaisisebagai matriks

biaya. Misalkan suatu populasi terdiri dari duaokgbok 7z dan 7z,, maka

matriks biayanya adalah

Diklasifikasikan sebagai
T I,
Populasi 0 c(2]1)
yang benar g, c(1]2) 0

Untuk populasi yang terdiri dag kelompok 7z,7z,,...,77,, maka ECM

bersyarat dari x yang berasal dayi yang dikelompokkan ke dalany, ataurms,
..., ataur, adalah

ECM(L) =P(2|1)c(2]1) + P(3|1)c(3[1) + - + P(g|1)ec(gl1)

9
- [See(x) |
k=2
Dengan mengalikan setiap ECM bersyarat (EGM(i=1,2...,9) dengan
masing-masing peluang priornyap(; i=12,...,9), maka diperoleh total

biaya/resiko salah pengelompokdiotel Cost of Misclassification = TCM), yaitu:

TCM =p,ECM(1) +p,ECM(2) + ... +p ECM(g)

TCM = pl(kZiZ:P(k|1)c(k|1)j+pz gp(k|2)c(k|2) +---+pg(§P(k|9)C(klg)j

TCM = Zg: P, Zg:
i=1 1

k
k

P(k[i)c(kli) (3.2)

w0
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Pilih Ry, R, ..., Ry agar TCM bernilai minimum, sehingga diperoleh atur
pengelompokan yang optimal sebagai berikut:
Result 1.

Aturan pengelompokan dengan metode ECM minimumaadal

kelompokkarx ke dalamr,, k = 1, 2, ..., g di mana

Zg: p.f.(x)c(k|i) bernilai minimum. (3.3)
i=1
izk

Jika terdapat satu atau lebih, dipilih salah saantaranya.
Bukti.
Dalam metode ECM, peluang prior populasi diketalleh karena itu,

dapat didefinisikan peluang posterior berdasarkeami tBayesian (lampiran 7).

Peluang posterior dari observasi yang berasalmglaf (77|x) adalah

P(n|x):—p' fi(x) .

| éplfl(x)

Jika observasi tersebut dikelompokkan sebagaimaka kerugian harapannya

adalah

Untuk meminimumkan kerugian harapan tersebut,h piliagar nilai

kerugian harapan minimum. Kita mengganggi‘ppI f (x)c(j|i) untuk semug
i=1
i#]
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dan memilihj yang memiliki biaya/resiko salah pengelompokantiy|i))

[¢]

minimum sehingga akan menyebabkan naip, f (x)c(j|i) menjadi minimum.
i=1
i

Oleh karena itu, kelompokkarke dalamr,, k =1,2,...,g di mana

Bila komponen biaya/resiko salah pengelompolcéhh)diabaikan atau

diasumsikan sama untuk setiap kelompok, maka dewsamaan TCM akan
dihasilkan aturan total peluang salah pengelompokiotal Probability of

Misclassification = TPM).

3.2.2 Metode TPM Minimum

Kriteria lain dari ECM vyaitu bila biaya/resiko abl pengelompokan
c(k|i)diabaikan atau diasumsikan sama untuk setiap kelknya dapat
digunakan untuk memperoleh aturan pengelompokaimmalt yaitu dengan
memilih R,R,,...,R, untuk meminimumkan total peluang salah pengelorapok

(Total Probability of Misclassification = TPM).
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Misalkan suatu populasi terdiri dari dua kelompok, dan 7z,, maka
TPMnya adalah
TPM = P(Salah pengelompokan observasi  atain gsagelompokan observagD

TPM = P(observasi berasal damj ~ dan salah pergpbkar)
+P(observasi berasal dam, - dan salah pergpbkar)
TPM = plij f(x)dx + pszl f,(x)dx.
Untuk populasi yang terdiri dagikelompok 7z, 7z,,... , iz, , maka TPMnya

adalah
TPM=>"p | | f (x)dx (3.4)
' R,
k#

dengan

| 1 () dx=P(K]i).

k#i
Kita juga dapat mengelompokkan observasi ke datalompok yang

memiliki - peluang posterior maksimum. Menurut aturdayes (lampiran 7),

peluang posterior dari observasi yang berasalrdaFP(ni|x) adalah

P(7z|x) SMUR (3.5)

| éplfl(x)'
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Aturan TPM adalah aturan ECM bila biaya/resikaaBgbengelompokan

c(k|i)diabaikan atau diasumsikan sama untuk setiap kelknya, maka aturan

pengelompokan yang optimal dengan metode yang naomnkan TPM adalah:
Result 2.
Aturan pengelompokan dengan metode TPM minimumaadal
kelompokkarx ke dalamr, jika
p f,(X)>p f.(X) untuksemua= k, (3.6)
atau, setara dengan,
kelompokkarx ke dalamr, jika
Inp, f,(xX)>Inp f(x) untuk semua= k. (3.7)
Bukti.
Andaikan semua biaya/resiko salah pengelompokaaladsama atau

diabaikan, maka persamaan pada result 1 (kaswsaE@M minimum) menjadi

g

Z p f, (X)

i=1
izk

yang merupakan aturan TPM minimum. TPM yaitu jumdmua peluang
pengelompokan yang bersifat salah pengelompokan.
Oleh karena itu, kelompokkarke dalamre,, k = 1,2, ..., g di mana
9
> p f (x) bernilai minimum.
I
Nilai tersebut akan bernilai minimum jikap, f, (x) bernilai maksimum, ini
menyebabkan peluang posteriornya menjadi maksinkahini merupakan salah

satu kriteria dalam mendapatkan aturan pengelonmpgdsag optimal.
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Jadi kelompokkarnx ke dalamm; jika p,f, (X) bernilai maksimum. Atau
dengan kata lain kelompokkarke dalamwr,, jika
P f.(X)>p f(x) untuk semua= k,

atau, setara dengan )

kelompokkarx ke dalamr, jika

Inpf.(X)>Inpf(x) untuksemua= k. [

3.2.3 Pengelompokan dengan Populasi Normal Multivariat
Pada kasus di mand (x),i=12,..,g memiliki fungsi kepadatan

normal multivariat dengan vektor rata-ratadan matriks varians kovariarts

dengan bentuk:
1 1 (. .
fi (X) :WGXD[_E(X—M) p l(X—lli)j|, i=12,..,9. (3.8

Jika semua biaya/resiko salah pengelompokan adalala €(i|i) = 0, c(k|i) =
1; k # i), maka aturan pengelompokan yang optimal yang memimkan ECM
(sama dengan aturan TPM minimum) menjadi

kelompokkarx ke dalamr, jika

In pf (X) =Inp, —(—g)ln(2ﬂ)—%In|2k|——§(x—uk)' =0 (x-ny)
=In p, —1In|=, |- 3(x—p) E(x-m) (3.9)
=maksInp, f; (x)

Catatan :
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-3(x _"k)l I (x =) =df () = = 3XE T+ X -4 2

Bukti.
_ 1 1 .
In p,f, (X) =Inp, _(ZIT)p/ZPZ |1/2 eXp{_E(X_l‘k) X, (X_l‘k)}
k

1 1 re
In pk fk (X) =In pk +|nWeXp[—E(X—pk) Zkl(x_uk)}
k

1 1 1 M
In p, f (x) =In-p +In (Zﬂ)p/Z +|n|2 |1/2 +|:—§(X_”k) Ekl(x—uk)}
k

In p,f, (x) = p, +In1=In(27)”* + In1- In|):k|w—%(x—pk)

I

E;l(x_l‘k)

1 1 "
In pf, (X) =In p, —gln(Zﬂ)—Eln|Ek|——2(x—uk) = (x—py)

Konstanta ( p/2)In(2) dapat diabaikan karena bernilai sama untuk semua
kelompok. Maka persamaan di atas menjadi
In p, f (x)=In p = 2In[E, |- 4 (x - 1) E2(x—p,)-
Dari result 2 diperoletin p, f,(x) >In p f,(x) , makaln p, f,(x) merupakan nilai
supremum darin p f, (x), sehingga
In p, f, (x) = maks Inp, f (x). [

Analisis diskriminan yang memenuhi asumsi distimgmal multivariat
terdiri dari dua macam, yaitu analisis diskrimirener dan analisis diskriminan

kuadratik.

3.2.4 Analisis Diskriminan Linier
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Analisis diskriminan linier l{inear Discriminant Analysis = LDA)
digunakan apabila observa% memenuhi asumsi distribusi normal multivariat
dan homogenitas matriks varians kovarians.

Berdasarkan persamaan (3.9) dapat didefinisikan diskriminan linier.
Karena matriks varians kovarians sama untuk selefpmpoknya maka
substitusikant; = X, untuki =1,2,...,g. Oleh karena itu, untuk populasi ke-

skor diskriminan linier didefinisikan sebagai:

d"(x) = —LIn|Z| - 1xZ X +p, 27X~ Lp T +In p. (3.10)

Dua suku pertama akan bernilai sama untlf{x),d; (x)....,d;(x),

maka suku tersebut dapat diabaikan. Skor diskrimiiméer menjadi

d-(X)=p Zx=ip,/ T +Inp (3.11)
Jikap, danX tidak diketahui, maka gunakaxy sebagai taksiran vektor
rata-ratau; dan gunakarg,, sebagai taksiran matriks varians kovarians gabunga

X, yaitu:

(n-1)8,+(n,=1)S,+-+(n, -1s,
n1+n2+"'+ng_g .

S =

gab

(3.12)

Maka taksirand* (x) dapat diperoleh dari skor diskriminan linigf (x)
yang dibentuk berdasarkan taksiran matriks vatkangarians gabunga yaitu:

~

d" (X) =X SuX—1X'SaX +Inp (3.13)

dengan
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X, = vektor rata-rata sampel kelompokike-
S = matriks varians kovarians sampel kelompok ke-
n = ukuran sampel kelompok ke-

Oleh karena itu, taksiran aturan pengelompokandgéah

kelompokkarx ke dalamm, jika

A

Skor diskriminan linierd: (x) =maks{d; (x) dj (x) .. d5 (x)) . (3.14)

3.2.5 Analisis Diskriminan Kuadratik
Analisis diskriminan kuadratikQuadratic Discriminant Analysis = QDA)
digunakan apabila observa% memenuhi asumsi distribusi normal multivariat
tetapi tidak memenuhi homogenitas matriks variansakans E; tidak sama).
Berdasarkan persamaan (3.9) dapat didefinisikanr skskriminan
kuadratik. Karena matriks varians kovarians tidaema untuk setiap
kelompoknya, maka untuk populasi ikekor diskriminan kuadratik didefinisikan

sebagai:
d(x)==2n[Z |- 3(x=p ) }(x—p )+ p,i=1,2,..,g. (3.15)

Maka aturan pengelompokannya adalah

kelompokkarx ke dalamm;, jika

skor diskriminan kuadratikl® (x) = makg(d2 (x) 63 (x) ... 02(x)). (3.16)
Jikap, dang; tidak diketahui, maka taksirad (x) dari skor diskriminan

kuadratikd? (x) adalah
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d®(x)=-1In|s|-4(x-%) S*(x-% )+ p,i=1,2,..,9, (3.17)

dengan

X, = vektor rata-rata sampel kelompokike-

S = matriks varians kovarians sampel kelompok ke-
n = ukuran sampel kelompok ke-

Oleh karena itu, taksiran aturan pengelompokandgéah

kelompokkarx ke dalamr, jika

skor diskriminan kuadratil&f(x):maks(&f(x) d2(x) ,.. ﬁgQ(x)) (3.18)

3.2.6 Metode Jarak Kuadrat

Jarak kuadrat diperoleh dari persamaan (3.15) dengagabaikan suku
konstan,-1In|X|. Jika nilai populasi tidak diketahui, maka bentaksiran jarak
kuadrat darix ke vektor rata-rata sampel kée¢ adalah
1. Untuk kasus matriks varians kovarians yang samantaketiap kelompoknya

ataux, =X, =---=X =X, yaitu:

D.z(x):(x—ii)' Se(x=%), i=12,..9 (3.19)

2. Untuk kasus matriks varians kovarians yang tidaknasadalam setiap

kelompoknya, yaitu:

D?(x)=(x-%) S*(x-%), i=12,.9 (3.20)
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Maka aturan pengelompokannya adalah
kelompokkanx ke dalamsz jika —4D?(x)+In p bernilai maksimum.  (3.21)
atau,
kelompokkanx ke dalamzz jika D?(x) bernilai minimum (3.22)
Jika peluang prior kelompok ke-tidak diketahui, maka aturan
pengelompokan biasa menetapkap=p, =:--= p, =1/g atau sukuln p, dapat

dihilangkan. (3.23)

3.3 Evaluas Hasil Pengelompokan

Ada suatu prosedur untuk mengetahui tingkat keteppengelompokan,
di antaranyactual Error Rate (AER) danApparent Error Rate (APER).

Prosedur tersebut berdasarkan dari matriks konfMsitriks konfusi
menunjukkan keanggotaan kelompok pada kenyataarmwael keanggotaan
kelompok yang diprediksi. Untuk,; observasi darr; dann, observasi darir;,

maka matriks konfusinya adalah

Keanggotaan yang diprediksi

T ¥
Keanggotaan ™1 nic My =M —MNic | M
pada kenyataan m, | noy =n; —nye Ny n,

Di mana
nic =jumlah itemmr; yang dikelompokkan secara benar sebagaiitem

niy = jumlah itemmr; yang salah dikelompokkan sebagai itesn
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nyc = jumlah itemr, yang dikelompokkan secara benar sebagaiitgem

nyy = jumlah itemmr, yang salah dikelompokkan sebagai item

3.3.1. Apparent Error Rate (APER)

Error Rate padaApparent Error Rate (APER) merupakan proporsi salah
pengelompokan pada dataining sample. APER dapat dengan mudah dihitung
dengan matriks konfusi. Maka evaluasi hasil pengplikan menggunakan

Apparent Error Rate (APER) adalah

g9

2 M

APER=L (3.24)
Di mana
n, adalah banyaknya observasiining sample yang salah pengelompokan pada
kelompok kek.
n adalah banyaknya observasi pada kelompok ke-

Ketepatan pengelompokannya adalah

1- APER (3.25)

3.3.2. Actual Error Rate (AER)
Error Rate padaActual Error Rate (AER) merupakan proporsi salah

pengelompokan pada data sampel validasi ladkdout sample. Proseduholdout
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Lachenbruch dapat digunakan untuk mengetahui tingkat ketepatan
pengelompokan melaluActual Error Rate (AER), di mana taksiran dari

ekspektasActual Error Rate (AER) adalah:

(H)
M

[Me

1
-

E(AER) =

L i=12,..9. (3.26)

e

{0l
iy

n

Di mana
n) adalah banyaknya observaBoldout yang salah pengelompokan pada
kelompok ket
n adalah banyaknya observasi pada kelompok ke-
Ketepatan pengelompokannya adalah

1- E(AER). (3.27)



