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BAB Il

HASILKALI TENSOR PADA RUANG VEKTOR

111.1 Ruang Dual

Definisi 111.1.2: Ruang Dual [10]

Misalkan V ruang vektor atas lapangan F. Suatu $farmasi linear f DL(V,F)

dikatakan fungsional linear (atau cukup disebuingsional saja) di V. Himpunan dari
semua fungsional di V kita lambangkeérf dan kita namakan ruang dual aljabar (biasa

kita sebut ruang dual) dari V

Catatan: Dalam hal ini lapangan F kita pandang sgaaruang vektor atas dirinya
sendiri, dengan demikian kita dapat membentuk suednsformasi linear

f:V 5 F.
Seperti telah kita ketahui himpunan dari semuasfoamasi linear I (V, F)) adalah
ruang vektor [10]. Kemudiah (V, F) kita katakan suatu aljabar, karena komposisi atas
fungsi-fungsi di L (V,F) dapat dipandang sebagai perkalianldjV,F). Sehingga
ruang dualV* adalah suatu ruang vektor juga suatu aljabar, @anL (V,F) kita

katakan vektor dual daw * .
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[11.2 Ruang Vektor Bebas
Definisi 111.2.1: Ruang Vektor Bebag[10]
Misalkan F lapangan, X himpunan tak kosong, kitastaiksi ruang vektof, atas F

dengan X sebagai generatornya, sederhananya dengangambil F, sebagai

himpunan dari semua kombinasi linear berhingga @&emen-elemen di X:

Fy :={Z rx .t OF,x DX}
finite

di mana operasinya didefinisikan sehinggga memekesglaan berikut:

rx +sx =(r+9 x

r(sx)=(rs) x

F, dikatakan ruang vektor bebas atas X.

[11.3 Pemetaan Kanonik
Definis 111.3.1: Pemetaan Kanonik [7]

Misalkan N subgrup normal dari grup G maka pemetaénG - G/N, dengan
f (a) = Na [Jall G dikatakan suatu proyeksi kanorfgemetaan kanonjk

Berdasarkan Definisi 11.1.1, ruang vektor merupaganp abelian terhadap operasi
penjumlahan. Karena ruang vektor adalah grup abefrska subruangnya dapat kita
pandang sebagai subgrup yang merupakan suatu pubgrmal. Sehingga kita dapat
membentuk suatu pemetaan kanonik dari ruang vetddmradap grup kosiennya

sebagaimana definisi 111.3.1. Dapat ditunjukkanwalsuatu grup kosien dari suatu ruang
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vektor adalah ruang vektor juga, selanjutnya grusidn ini kita katakan ruang

kosien[10].

[11.4 Fungsi Bilinear
Definisi 111.4.1: Fungs Bilinear[10]

Misalkan U, V dan W merupakan ruang vektor atasateg@an F. Suatu fungsi

f:UxV - W adalah bilinear jika fungsi tersebut linear padedua variabelnya

secara terpisah, yaitu:
f(ru+su,v)=rf(u v+ sf( U V... (linear Kiri)
dan f (u,rv+sv)=rf(u W+ sf( y v)........ (linear kanan)

Or,sOF;v,v'OVdanu,u'lU.

Contoh 111.4.2:[10]

Suatu hasilkali dalant.|):V xV = R pada ruang vektor atas lapangan real adalah

suatu fungsi bilinear. Aksioma penambahan, danokelyenan pada definisi hasilkali

dalam merupakan buktinya.

Lemmalll.4.3:[11]

Misalkan E, F ruang vektor dan M aljabar, kemudighE - M dan ¢:F - M

masing-masing adalah suatu fungsi linear. Maka fung ExF - M, dengan
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y(e f)=g(ew( f),0(e )0 Bx Frrvrvicnns (1.4.3.1)

adalah suatu fungsi bilinear.

Bukti:
Akan dibuktikan fungsiy:ExF - M, dengany(e, f)=¢(gy( f), O(e f)OExF
adalah suatu fungsi bilinear.

Ambil sembarang,e’T E danf,f OF dengarr,s sebarang skalar untuk ruang vekioF
1) Linear Kiri

Akan dibuktikany(re+se, f)= /(e )+ g( & §, selanjutnya:
y(re+se, f)=@(ret sQ@( J.ooiiii (karena 11B4L)
=(p(re)+ (€)@ ( ) oo Karenag linear)
=rg(e)y(f)+sp(e)y( f) ....(karenap lineardanM suatu aljabar)
=ry(e f)+sp(€, )i (karena I11.4.3.1)

Terbukti linear Kiri.
2) Linear Kanan

Akan dibuktikany/(e, rf +sf') = ry(e f)+ 3/( e f), selanjutnya:
y(erf+sf)=@( @ ( rf+ sf) . (karena |1B4L)

=¢;(e)(z//( rf) + (sf )) ......................... Karenay linear)
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=rg(e)y(f)+sp(dy( f).....(karenay lineardanM suatu aljabar)
=ry(e, f)+sy(e )i, (karena 111.4.3.1)

Terbukti linear kanan.

Dari 1) dan 2) terbukty: Ex F -~ M adalah suatu fungsi bilinear.

I11.5 Hasilkali Tensor

Definisi 3.5.1: Hasilkali Tensor[10]

Misalkan U dan V merupakan ruang vektor atas layzanF dan misalkan T subruang

dari ruang vektor bebas;,,,, yang dibangun oleh vektor-vektor berbentuk:
r(u,v)+s(u, y=(rut su, ¥ .o (11.5.1.1)
dan r(u,v)+s(u v)-(ur sv...... (11.5.1.2)

Or,sskalar di F; u,u'dOUdan v,v'00V. Ruangkosien F,,, /T dikatakan hasilkali

tensor dari U dan V dan dinotasikan olehdV .

Sebagai catatan pada definisi hasilkali tensotadi, setiap vektor yang dibangun
oleh subruangT merupakan elemen nol pada ruang vekidrJV. Dengan

mempertimbangkan definisi tersebut elemen-elemena VvV berbentuk
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tetapi biasanya koseéu,v)+ T dinotasikan olehu [ v, oleh karena itu setiap elemen dari

U OV ditulis dalam bentuky u O v di mana

r(ubv)+s(ud vy=(ru+ st)0 v, (11.5.1.3)

danr (uOv)+s(ud V)= uDd( r# sY)........ (11.5.1.4)

selanjutnya,

Yuby=> x0Oy
finite

finite

jilka dan hanya jika kita dapat menemukan elemergysama dalam bentuk jumlah

berhingga lain.

I11.6 Konstruksi Hasilkali Tensor

Misalkan U dan V merupakan ruang vektor atas lapandgankemudian kita
konstruksi suatu ruang vektor bebas atas lapafgdanganU xV sebagai generator.

Berdasarkan definisi ruang vektor bebas, kita dapat

=Y ::{Z A(u,v):AOF,(y,y)0Ux V} yang merupakan kombinasi linear

finite
berhingga dari elemen-elementdixV .

Selanjutnya pilih subruang d#j,, , misalkanT yang dibangun oleh vektor-vektor

berbentuk (111.5.1.1) dan (111.5.1.2). Kemudian akd@ibuktikan bahwa pemetaan kanonik
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mF,, - F,,/T di mana H(Zri (ui,vi)j=ﬂ((u,v)):(u,v)+T untuk setiap

> r(u,v)=(u,v)OF,,, , merupakan suatu fungsi bilinear. Artinya:

a(ru+su, V)= mr(u W+ g7( U, ¥........(linear Kiri)
dan

m(u,rv+sv)=m(u )+ st( Y v)........ (linear kanan)
Or,sOF;v,v'OVdanu,u'0U.

1) Linear Kkiri

Akan dibuktikarvz(ru +su', v) = mr(u V) + sz( U, ¥, Or,sOF;v,v'OVdan

u,u'lU.
Ambil sembarangs,u'C0U;v,v'00V dan skalar,sO0F,

selanjutnyarr(ru+su', V) =(ru+ su, Y+ T............. i)

sedangkarr7z(u,v) + s7( u', Y = r((u, Y+ 1)+ ﬁ( 4 Y+ T

Dari i) dan ii), berdasarkan teorema pada grupgkosi
(ru+su, Y+ T=(r(uy+ g u )+ "= (ru+su,v=(r(uy+ <y Y01

Sedangkar{r (u,v)+s(u, V) =(ru+ su, y= (uy+ 6 U ( r su)@
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maka(ru+su, v+ T=(r (u,v)+s(u, )+ T,
artinya 7z(ru +su',v) = mr(u )+ sz( U, V.
Jadi pemetaan kanonik: F,,, — F,., /T linear kiri.

Linear kanan

Akan dibuktikan 7r(u,rv+sv)=mr(u )+ st( yv),  Or,sOF;v,v'OVdan

u,u'tiy.
Ambil sembarangi,u'CU;v,v'0V dan skalar,sOF

Selanjutnyar(u, v+ SV) = (U 1VF SY+ T )
Sedangkarn(u,v)+ s7(uv)= r{(u )+ 0+ 4 ug+

= (r (1) + {0 V) Too i)
Dari i) dan ii), berdasarkan teorema pada grupekosi
(r(uv)+s(uv))+ T=(uv+sv)+ T = (r(uv)+s(u v))=(u ree 90 ]
Sedangkar{r (u,v)+s(u v))=(u v s)= Cuy+ g uy-(uw 90
maka (r (u,v)+ s(t V) + T= (U rv+sv) + T,
sehinggarr(u, v+ sv) = m(u 9+ s1( u ).

Jadi pemetaan kanonik: F,,, - F,,,/T linear kanan.
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Dari 1) dan 2) dapat disimpulkan bahwa pemetaanorkéin 7:F,,, - F,. /T

merupakan suatu fungsi bilinear.

I11.7 Elemen Tensor

Berdasar definisi Il1.5.1 hasilkali tensor dari mgavektorU danV (dinotasikanU OV )

adalah ruang kosieR,,, /T . Sehingga setiap elemen dekilV merupakan suatu hasil
pemetaan kanonikz: Fy,, — F., /T dengan 7z((u,v))=(u\)+ T, selanjutnya koset

(u,v)+T dikatakan elemen tensor datl OV yang dinotasikan sebagaillv.

Berdasarkan 111.5.1.3 dan 111.5.1.4 elemen terismsebut bersifat:

r(ubv)+s(ud y=(ru+ su)d r........... (11.7.1)
rubv)+s(ud v)= ud( re s¥......o..e. (1.7.2)

untuk setiapu,u'dU ;v,v'0V dan skalar,sOF

Selanjutnya akan diperlihatkan bahwa terbentuknfat-sifat elemen tensor sebagai

akibat dari pengontruksian hasilkali tensor padeaaur sebelumnya.

Ambil sembarangu,u'0U ;v,v'00Vdan skalar OF .

Perhatikan:

1) Akan ditunjukkanr (u O v)+s(uO V) =( ru+ su) 0
rubv)+s(ud0 = rm(uy+ s vy

=n(ru+su, V) ... (7rpemetaan bilinear)
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=(ru+su’)0 v
2) Akan ditunjukkanr (u O v)+s(ud v) = ud( re sv)
rubv)+s(ud v)= m(u v+ s u)
= 77{u, v+ sv) ... (7rpemetaan bilinear)
=ul(rv+sv)

Jadi terbukti bahwa sifat-sifat elemen tensor makap akibat dari pengonstruksian

hasilkali tensor pada uraian sebelumnya.

I11.8 Sifat Hasilkali Tensor
Teoremalll.8.1: Sifat Universal Hasilkali Tensor[10]
Misalkan U dan V merupakan ruang vektor atas lagangF. Suatu fungsi

t:U xV - U OV adalah fungsi bilinear yang didefinisikan oleh
t(uv)=ud Voo, (1.8.1.1)
Jika f:UxV - W adalah sembarang fungsi bilinear dald xV pada suatu ruang

vektor W atas F , maka terdapat suatu transforriasar unik 7 :U OV - W sehingga

Fot = fi...4M,. W .| (11.8.1.2)
Jika terdapats: UxV - X fungsi bilinear lain yang memenuhi sifat tersebmgka

Xguov.

Bukti dapat dilihat dalam [10: 299-300].
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t bilinear
U xV » U ov

T linear
f bilinear

w

Gambar 3.1
Sifat Universal Hasilkali Tensor

Teoremalll.8.2:[10]

Misalkan{ul, uz,...,%} adalah vektor-vektor yang bebas linear pada ruaektor U dan
{vl, vy, v} adalah vektor-vektor sembarang pada ruang vektor V

n

dudy=0=y=0,i=1..n

Bukti:

Misalkan U * ruang dual darlU dan J U * sedemikian sehinggalu,i=1,2,...n
berlaku dl(uj ) =9, (fungsi Kronecker-delta yaitu dimanagd ; =1 untuk i=j dan
d,; =0 untuk lainnya). Selanjutnya jika untuk sembaramggsional lineary, :V - F

kita definisikan suatu pemetaan bilinebrU xV - F dengan

f(u,v)HZJj(x)yj(y) .................................. (11.8.2.1)

maka berdasarkan sifat universal hasilkali tensadapat fungsional linear yang unik

r:U 0OV - F sehinggarot=f.
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t bilinear
U xV » U OV

T linear
f bilinear

F

Gambar 3.2
Pengguanaan Teorema 111.8.1

Selanjutnya perhatikan:

YuOv=0=7(Xy0y)=000 e, 1(linear)
r(Zui D\/I)=Zr(q V) P (7 linear)
=3t (U v) e (Sifat Universal Hasilkali Tensor)

= (U Y) (Sifat Universal Hasilkali Tensor)

D)1 (1) 1A /2 I— (111.8.2.1)

Karenay, :V - F adalah sembarang fungsional linear (artilyyévi) tidak selalu nol

Ov) sedangkaniyi (v)=0,0i,jadi v, =0,0i.

i=1
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Teoremalll.8.3: Hasilkali Tensor Transformasi Linear [10]

Diberikan suatu ruang vektoV,V'W danW. Jika 7:V - V' dan g:W - W'
merupakan transformasi linear, maka terdapat suansformasi linear yang unik

(r00):VOW - V'O Wdengan:
(r0o)(vOw=r(v)Oo(w

pemetaalfir 0 o) dikatakan sebagai hasilkali tensor daridan o .

Bukti:
Misalkan f :VxW - V'O W didefinisikan oleh f (v,w) =7(v)O o(w). Selanjutnya

akan ditunjukkanf bilinear:

Ambil sembarang,sO F;v,v'0Vdanw,w'0W. Kemudian perhatikan:
1) Linear Kiri
f(rv+sv,w=r(rv+ sv)Oo( W
= (rr(v) + sr(v')) OT(W e (karena linear)
=r(z(v)Do(w)) +s(r(V)Do(W).coooierrn (sifat 111.5.1.3)
=rf (v,w) +sf( v, w)

2) Linear Kanan

f(v,rw+sw)=r(YOo( rm+ sw)

=7(v)O (ra(w) + 0 ( W)) ............................... (karena linear)
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=r(r(v)Da(w))+s(r(v)Da( w)) .................. (sifat 111.5.1.4)
=rf (v,w) +sf( v, w)
Berdasarkan 1) dan 2) dapat disimpulkanv xW - V'D W' bilinear.

Karena f :V xW - V'O W' bilinear (berdasarkan sifat universal hasilkatistar) maka

terdapat suatu transformasi linear u(u'N] a) VOW - VOW.



