BABV
KETERKAITAN INTEGRAL DENJOY DENGAN
INTEGRAL HENSTOCK

Pada Praja (2008:18) telah ditunjukkan bahwa IalegRiemann
merupakan bentuk khusus dari Integral HenstockaRed 1V telah dijelaskan
bahwa Integral Denjoy merupakan perluasan dargtateRiemann. Pada bab ini
akan ditunjukkan bahwa terdapat hubungan antaegrait Denjoy dan Integral
Henstock, yaitu jika suatu fungsi terintegral Denjmaka fungsi tersebut
terintegral Henstock dan sebaliknya, sebagaimatumjdkkan pada teorema 5.1

dan 5.2.

Teorema .1

Jika f OD'[a,b] maka f DR [a,b].

Bukti:

Misal F adalah primitifD" dari f danF'= f pada[a,b]~S dimana$S adalah
himpunan berukuran nol. Untu;'(D[a,b] - S, diberikane >0 sembarang. Pilih

(&) >0 sedemikian sehingga untd[a,b] O (&-5(&),&+(¢)) didapat

F(a.h)-f(&)(b-a)<e(b-a) (5.1)
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Karena F kontinu dan ACG', maka ada barisan atas interval tu{ug,} pada

[a,b] sedemikian sehinggfa,b] = J X, sehinggaF OAC(X;) untuk setiap
il

i00 . Misal Y, =X, ¥ =X -(X,0X,0..0X_,),i=23,.. dan § adalah

himpunan atas titik-titikx 1S n'Y, sedemikian sehinggg—1<|f (x) < j. Dapat

dilihat bahwaSj 1,1 =1,2,... adalah tidak saling tumpang tindih d&‘r}:USj.
il

Karena FDAC*(Sj) maka ada . < sedemikian sehingga untuk

2"
sembarang barisan atas interval yang tidak salimgpang tindih(l,) yang

minimal salah satu dari titik-titik ujung da(rlk) ada diSj dan memenubhi

&
Z

>|1,[ <7, maka berlakuy"|F (1, )| <
K K
Selanjutnya jikaF (I,)=F(b)-F(a) denganl; =[a,h]. Pilh G sebagai
gabungan atas barisan interval-interval buka seklamsehingga

G |<a, dans OG,

dengan ‘Gij‘ adalah panjang total dariG, . Selanjutnya untuk§ S,
i,j=12,3,.

Didefinisikan fungsid(¢) >0 dengan(& -4(¢),& +5(&)) O G, , kemudian

pilih sebarang partisd -fine I.3={[a1.,b|] ;Ei}. Selanjutnya untukJ[] diperoleh

%\F(a,h)-f(f)(h-a)\sgf(h-a)- (5.2)
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Karena adaf, 0S dan & OS nyatakan (5.2) dengand. =>" +> , dengan
i it

i)

&OS pada) , dané OS pada) ., sehingga didapat
i

i

> (&) -a)-F(ab)<d,[f(&)(h-a)-F(a.b)+X F(a.b)+2f(&)(b-a)

i i i) il

Sehinggaf OR" dengan primitifF (a,b) pada[a,b].o

Teoremab.2

Jika f OR [a,b] maka f OD"[a,b].

Bukti:

Misal F adalah primitif dari f DR [a,b]. Berdasarkan teorema 2.9.5 yang

menjamin bahwa primitifF dari f OR [a,b] adalah kontinu dan teorema 3.3.2,

F adalah kontinu darACG*[a, b]. Kemudian berdasarkan teorema 2.9.6, maka
menjamin bahwaF '(x)= f (x) hampir di mana-mana di setiagp([a,b],

Sehingga berdasarkan definiiterintegral Denjoys

Berikut ini adalah contoh fungsi yang terintegranjpy dan terintegral

Henstock dan terintegral dengan nilai yang sama.
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Contoh 5.3
Misalkan f fungs Dirichlet yang didefinisikan oleh f(x) =1, jika x
bilangan rasional dan f(x) =0, jika x bilangan irrasional. Akan dibuktikan

fungs f terintegral Henstock pada [0,1] ke O dan terintegral Denjoy pada

[0,1] keO.

Bukti:
Misalkan bilangan-bilangan rasional pafa1] disebut sebagafr,} .

Diberikan ¢ >0 didefinisikan J(rk):zki

> dan Jo(x)=1, untuk x bilangan

irrasional. Diketahui 6 >0 adalah gauge pade{o,]] dan jika partisi

0
P={(x_, x|, §)} L, adalah 6- fine, maka x -x_ < 25(§). Karena nilai
f(r.)(x —x_,) tak nol hanya pada bilangan rasional dengan I§belr,, maka

2
0< f(rk)(K‘&_l)zl()g—x_l)szk_‘fz :%_

Dan karena setiap label dapat terjadi dalam sdtiapsubinterval

0< Y HGIK-%a) <D =3 = =%

Dengan demikian untuk untuk bilangan rasional maupun irrasional berlaku

> HEX—X) ~0| <&
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Karena £ >0 sebarang makaf terintegral Henstock pada{O,]] dan
1
(R) j f=0.
0
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwaterintegral Denjoy pad[ao,]] dan
1
(D) j f =0.
0

Misal diberikan fungsiF :[0,1] - 0 dengan

X Jika xO0O
F(x) = ,
0 jika xO[0,1-0

sedemikian sehinggg'= f di mana-mana pad®,1] .

Diberikan X ={ X} 0a[0,1], i=1,2,.... Akan ditunjukkanF OAC [X;] untuk
setiapi =1,2,...

Kasus 1 jika X, =[0,4-0 untuk suatuk.maka Ox,y0[0,]-0, F adalah
Lipschitz pada[0,1] [ sehingga berdasarkan teorema 3.2.1.6 dan 3.22ka8 m
FOAC [X]

Kasus 2 jikaX, =[J , untuk suatuk makax yUll , F adalah Lipschitz pada
[ sehingga berdasarkan teorema 3.2.1.6 dan 3.2ak8 FiJ AC™[ X, ]

Kasus 3 jikaX, =[0,1], untuk suatlK makaOxO0 danOy0[0,1]-0 , maka
IF(x)=F(y)|=|x-0/=|x<K|x=y|,K >0. Jadi F adalah Lipschitz padf0,1]

sehingga berdasarkan teorema 3.2.1.6 dan 3.2.%8 Fa AC [ X, |.
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Dari kasus 1,2, dan 3 dapat dilihat bahia AC[ X;] untuk setiap =1,2,...

Karena| J X, =[0,1] dan F OAC[X;] untuk setiapi =1,2,... maka berdasarkan

i
definisi F O ACG'[0,]].

KarenaF OACG'[0,1] danF'=f di mana-mana padi®,1] maka berdasarkan
definisi f OD"[0,1].

Selanjutnya diperoleh

D' | f (x)dx=F(0)-F (1) =x-x=0ao

O =y

Contoh 5.4

Misalkan f :[0,1]- [J , didefinisikan sebagai

, jilka x = E dengark [0
k
f(x)=

o

, jika x[J [0,1]—{% kOO }

Akan ditunjukkanf terintegral Denjoy dan juga terintegral Henstoaklgj0, 1].

Pertama akan ditunjukkah terintegral Denjoy padg,1].

Misalkan didefinisikan fungsF :[0,4] ~ [ dengan aturan

Inx jika x:%,kDD
F= )
0 jika xD[O,l]—{x:E,kDD}

sedemikian sehinggg'= f di mana-mana pada,1] .
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Diberikan X ={X} 0a[0,4, i =1,2,.... Akan ditunjukkanF OAC"[X;] untuk

setiapi =1,2,...

Kasus 1: JikaX; :{%|kDD} untuk suatu j maka Ux, yOX,;, F adalah
Lipschitz pada X; sehingga berdasarkan teorema 3.2.1.6 dan 3.2.2ka m
FOAC| X, |.

Kasus 2: Jika Xj:[O,l]—{x:%,kDD} untuk suatu j maka

Dx,yD[O,l]—{ :%,kDD}, F adalah Lipschitz pada[io,l]—{ :%,kDD}
sehingga berdasarkan teorema 3.2.1.6 dan 3.2.X8 Ma AC | X |

Kasus 3: Jika X; =[0,1] untuk suatu j.maka EIx[O,l]—{x:%,kDD }dan

DyD%,kDD »

IF(x)=F(y)|=[Inx-0/=|Inx<K|x-y,K>0

sehinggaF adalah Lipschitz pad®,1] sehingga berdasarkan teorema 3.2.1.6
dan 3.2.2.3 mak& OAC™| X, |.

Dari kasus 1,2, dan 3 dapat dilihat bahiwa AC[ X, | untuk setiad =1,2,..,

Karena| | X, =[0,1] dan F OAC[X;] untuk setiapi =1,2,... maka berdasarkan

i

definisi F D ACG'[0,]].



80

KarenaF OACG'[0,]] danF'=f di mana-mana padi®,1] maka berdasarkan
definisi f OD"[0,1].

Kemudian

D[ £ (x)dx=F (1)~ F (0) = In(1) - 0= 0

1
Berikut ini akan ditunjukkan fungsi f 0R[0,1] dan nilai (R*)I f(x)dx=0.
0

Diberikan sembarang >0, dan didefinisikan gauge pafia 1] sebagai :

fyi jikax == KOO
o K

3.(x) = .
1 Jika xD[O,l]—{x:E,kDD}

0
Jika P merupakaro - finepada[0,1], makax - x_, <20, (¢ ). Berikutnya,

karena hanya<:% yang berpengaruh terhadap jumlah Riemann, sehuiggdén

i :%. Akibatnya

O<f (%)(& =) =K (% ~ %) <k20, (€)= K5/ 1. = 2f+1 - Selanjutnya
2

a
dengan menjumlahkan pad® didapatkan :

0<S(f;P) = if(é)(x ~X41) =ik(>ﬁ —&-1)<izf+1 - €

1
Dapat disimpulkan bahwé O R'[0,1] dan (R*)I f(x)dx=0.o
0



