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ANALISIS SPEKTRAL PADA RUNTUN WAKTU MODEL ARIMA

Analisis spektral adalah metode yang menggambdwk&eandrungan osilasi
atau getaran dari sebuah data pada frekuensi tiert@&malisis spektral atau
dinamakan juga analisis spektrum, dikenalkan olels&huster, seorang pekerja
sosial, pada akhir abad ke-20 dengan tujuan mepedadesitas tersembunyi dari
data. Pada saat ini analisis spektral digunakana pgersoalan penaksiran
spektrum untuk seluruh selang frekuensi. Bartlett dukey, mengembangkan
analisis spektral modern sekitar tahun ketiga ak&@0, dan teorinya banyak
digunakan para pengguna di bidang klimatologi, tekelistrikan, meteorologi
dan ilmu kelautan. Anggap; adalah nilai variabel pada waktu yang
digambarkan sebagai jumlah terboboti fungsi perigaley berbentukos wt dan

sin wt.

3.1 Populasi Spektrum dan Fungsi Pembangkit Autokaariansi
Anggap{Z,} adalah proses stasioner bernilai real pada kosridengan
meanE (Z,) = u dan autokovariansi ké-adalahy,, dengark = 0, £1, £2, 13, ...
Diasumsikan autokovariansi dapat dijumlahkan, sgfanfungsi pembangkit
autokovariansi didefinisikan sebagai berikut:
¥ (B) = Y= _oVi B¥ (3.1.1)
dimana variansi prosgg, merupakan koefisieB® = 1 dan autokovariansi pada

lag ke-k (y) merupakan koefisieB* danB™. Jika diberikan deret autokovariansi
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¥, yang dapat dijumlahkan, maka densitas spektradadadidefinisikan sebagai

berikut:
f(@) =5 BP ek (3.1.2)
= i{ +v_4[cos(—w) — i sin(—w)] + yo[cos(0) — i sin(0)] +
yilcos(w) — isin(@)] + -}
= 3 Yolcos(0) — isin(0)] + ;- {y1[cos(~w) — i sin(-w) +
cos(w) — isin(w)] + yz[cos(—2w) — i sin(—2w) +

cos(2w) — isin(2w)] + -}

= %yo [cos(0) — isin(0)] + %{Zf;’:l ¥, [cos(—wk) — isin(—wk) +

cos(wk) — i sin (wk)]}

= % [1-0]+ %{2211 Y [cos(—wk) — isin(—wk) + cos(wk) —

i sin (wk)]}

1 1 (v
= %yo + E{kzl Yx 2€0S (a)k)}

1 1 (o
= E)/O + %{kzl 2Yx €os (a)k)}

= iyo + i{z Yre1Yk cos (wk)} (3.1.3)
= izlc:;—oo Vi cos(wk) (3.1.4)

dimanai’ = -1, dengam merupakan bilangan imajiner.
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w = frekuensi (dalam radian), dengam < w < .

dan

v =J f(@)e“* dw (3.1.5)

Dari persamaan (3.1.1) dan (3.1.2) didapat bahwakuproses dengan deret
autokovariansi yang dapat dijumlahkan, spektrum dangsi pembangkit

autokovariansi mempunyai hubungan:
f(w) = iy (e~@) (3.1.6)
Fungsif (w) mempunyai sifat sebagai berikut:

1) f(w) adalah fungsi kontinu non negatif, yaitfi(w)| = f(w). f(w) adalah
spektrum deret autokovariangi,. Hal ini menunjukkanf (w) adalah fungsi
kontinu bernilai real.

2) f(w) =f(w+2m) dan f(w) adalah periodik dengan perioder. 2Jika
f(w) = f(—w) yaitu f(w) adalah fungsi genap simetris, maka grafiknya
hanya dibuat untuR < w < m.

3) Dari persamaan (3.1.5) diperoleh:

var (Zy) =y, = f_nnf(a)) dw (3.1.7)
Spektrumf (w) dapat diinterpretasikan sebagai dekomposisi pnes@snsi.

4) Spektrumf (w) dan barisan autokovariangi, merupakan bentuk pasangan

transformasi Fourier, artinya jiké(w) diketahui makg/, dapat dihitung dan

sebaliknya.
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3.2Representasi Fungsi Autokovariansi Spektral — Fungs Distribusi
Spektral
Secara umum untuk fungsi autokovariapgi penggambaran spektral dari
¥, dengan integral Fourier-Stieltjes adalah:
i =J"_ ek dF (w) (3.2.1)
DimanaF (w) adalah fungsi distribusi spektral.

Jika didefinisikarG (o) = £ (3.2.2)

Yo

maka G(w)=0 dan [" dG(w)=1. Jka dF(w)=f(w)dw, maka

p(w)dw = dG(w) = f(“’yﬂ (3.2.3)

0

denganp(w) merupakan fungsi kepadatan peluang, dimana< w < m yang

ditunjuk dari fungsi kepadatan spektral.

Dari persamaan (3.1.2) dan (3.1.5) maka diperoleh:
f@) = Ty ek (3.2.4)

f(w) — 1 Y_k e—iwk

Yo  2m Yo

P(w) = =iy €70k (3.2.5)

1 co
= Z pr [(cos(wk) — isin(wk))]

k=—o0
= 5. (4 poafcos(=w) = isin(—w)] + po[cos(0) - sin(0)] +
p1[cos(w) — isin(w)] + -}

= 52 Xm0 Prc COS(h) (3.2.6)
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- —po Z Py cos(wk)
p(w) = 5=+~ T pic cos(wk) (3.2.7)
Dengan-r < w < m danp, = [*_p(w) e dw (3.2.8)

dengark=0,%1, £2, ...

3.3 Spektrum Populasi Dari Beberapa Proses Umum
Beberapa proses linear non determinigtiklitulis sebagai berikut:
Zy = Z;‘;o Yja_; = Y(B)a; (3.3.1)

Dimanay(B) = X5, 1/)]-B1',1/;0 = 1. Diasumsikark (Z,) = 0, diperoleh:

Y(B) =E(Zt.-Zeyy) = E zz Yijar_ Qi j

i=0 j=0

= 02 520 Y- Yis (33.2)

Substitusikan persamaan (3.3.2) ke persamaan Y3laridengan sifat stasioner

diperoleh:

Y(B) = 02 ¥ 22 o Wi P4k BY, diambilj =i + k dany; =0, j<O.

=c23. 3w

i=0 j=—
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= o; zlpi-leBj_i

[ee]
i=0 j=0

=2 Y WiB Y B
i=0 =0

y(B) = aip(B) y(B™) (3.3.3)
y(B) disebut fungsi pembentuk autokovariansi untuk ggdmear umum.

3.3.1 Model Umum Stasioner ARIMA 6, 0,q) atau ARMA (p, Q)

Zt = ¢1'Zt—1 + ¢2'Zt—2 + ...+ d)p.Zt_p + at + Hl.at_l + -+ Qq-at_q

Zt w ¢1'Zt—1 - ¢2.Zt_2 = oo ™/ ¢p'Zt—p = at + Hl.at_l + ...+ 9q.at_q
(1— ¢:B— ¢;B?— ....— ¢p,BP)Z; = (1 + 6;B+ ...+ 6,B%)a,

¢p,(B) Z, = 6,(B)a, (3.3.4)
Dengani¢,(B) = (1 — ¢;B— ¢,B* — ...— $,BP)

0,(B) = (1+ 6,B+ 6,8% + -+ 6,B9)
Sehingga persamaan (3.3.4) dapat ditulis sebag&ube

68q(B)

Z; = P(B)a;, denganp(B) = 9 B)

Dengan demikian fungsi pembangkit autokovariansi tukin model

ARIMA (p, 0,q) akan berbentuk menjadi:

y(B) = ogp(B) p(B™H)
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y(B) = 03 2B

2 $p(B)pp(B™1) (3.3.5)

Ketika model stasioner, akar-akar dagi(B) = 0 berada di luar lingkaran satuan.
Hal ini sebagai syarat agar fungsi autokovariarepatl dijumlahkan. Sebagai

akibatnya, spektrum model stasioner ARIMA @, g) adalah sebagai berikut:

1 .
fw) =52y (@)

& 0q(e™')8q(e)

fl) = 305 @)y o) (3.3.6.a)
2 e—iw 2
flw)=>2% ZZ((e_iw)) (3.3.6.b)

Bentuk persamaan (3.3.6) di atas dikenal sebagektrsj;m yang berbentuk

rasional.

Jika model adalamvertibel yaitu akar-akar dad,(B) = 0 berada di luar

lingkaran satuard, (e~*)8,(e') tidak hilang. Dari sini inver§(w) ada yaitu:

2_7_[ ¢p(e—i(u)¢p(eiw)

100 —

R ORES = (3.3.7.a)
_ a8 |op(e™*) 3 (3.3.7.0)
D) 31

Dari hasil invers fungsi kepadatan spektrum di g@an (3.3.7) diperoleh invers

fungsi autokovariansi ARIMAf, 0, Q) yaitu:

v =" N (w) et do (3.3.8)
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dan invers fungsi autokorelasinya adalah:

1 _ .
pd) = oo f_”nf Hw) e* dw (3.3.9)
0

3.3.2 Spektrum ProsesVhite Noise
Model prosesvhite noisesebagai berikut:
Z; = a, (3.3.10)

merupakan deret variabel random yang tidak berasreldengan fungsi

autokovariansinya sebagai berikut:

- {ag,jikak =0

V=10 jikak # 0 (3.3.11)

dan fungsi pembangkit autokovarian€iB) = 2. Adapun spektrum dari proses

white noiseadalah sebagai berikut:
F@) =5y ()
21

f(w) = % denganm <w <m (3.3.12)

Gambar dari persamaan (3.3.12) di atas adalah &gans lurus horisontal.
3.3.3 Spektrum Proses ARIMA (1, 0, 0) atau AR(1)
Model proses ARIMA(1, 0, 0) adalah sebagai berikut

Zy = ¢ia;1 + a;
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Zy — 101 = a4

(1-¢B)Z; = a;

Z; =Y(B)a;, dimanap(B) =

1
1-¢B

Fungsi pembangkit autokovariansi-untuk proses ARIMAO, 0) adalah sebagai

berikut:
¥(B) = o y(B) P(B~H)

_ 2 1
y(B) = o . EyEN (3.3.13)

Dari persamaan (3.1.6) diperoleh spektrum ARIMAX10) sebagai berikut:
fw) = 5oy (e7)
21

o2 1

T2 (1- ¢l @)1 - p(e))

oF 1

" 21 (1= p(e®) — ple—®) + ¢2)

o2 1

T (1 g(e + e @) + ¢2)

o2 1

- 21 (1 — ¢ (cos(w) + isin(w) + cos(w) — i sin(w)) + ¢p?)

o3 1
f0) =3 s cos@rie? (3.3.14)
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Bentuk spektrum proses ARIMA(1, 0, 0) bergantundgpandap, artinya:

a) Jika ¢ > 0, dan autokorelasi runtun waktu positif maka spektididominasi
oleh komponen berfrekuensi rendah (periode panjang)
b) Jika¢ < 0, dan autokorelasi runtun waktu negatif maka spektdidominasi
oleh komponen berfrekuensi tinggi (periode rendah).
(Wei, 1990: 277)
Dengan kata lain, spektrum yang didominasi frekussredah menandakan
runtun waktu yang relatif licin, sedangkan spektryamg didominasi frekuensi
tinggi runtun waktunya lebih kasar.
Jikagp = 1, maka model ARIMA(1, 0, 0) menjadi:
(1-B)Z, = a, (3.3.15)
Z, = Y(B)a,, dimanayj(B) = —
Persamaan (3.3.15) di atas sering disebut nfedetiom Walk

Fungsi Pembangkit autokovariansi dari persamaaB.1f) adalah sebagai

berikut:
y(B) = azyp(B)Y(B™1)
1

-2

Adapun spektrum proses tersebut adalah sebaghkuberi

1 .
F(@) = 5=y

oF 1

T 2m (1 — e w)(1 — elw)

o 1
S 2m(1—eiw —emiw 4 1)
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o? 1

B %(2 — (elw + e~lw))

oF 1

B %(2 — (cos(w) + i sin(w) + cos(w) — i sin(w)))

o? 1

- 27 (2 — 2 cos(w))

_og 1
"~ 2m2(1 = cos(w))

flw)=22_—2 _ (3.3.17)

41 (1-cos(w))

Hasil ini dapat digunakan sebagai spektrum maoaletiom walk meskipun
sebenarnyaandom walktidak mempunyai spektrum, sebab deret autovarigasi
tidak dapat dijumlahkan. Tetapi pada persamaanl(B.3nerupakan fungsi genap
non negatif, yang akan menjadi masalah ketika 0, sebab fungsi tersebut
mempunyai ujung yang tak terbatas tingginya. Adapegunaan kasus ini pada
analisis data adalah bahwa jika spektrum sampeigaya mendekati frekuensi

nol dengan kuat menandakan perlunya kemungkinakukhn pembedaan.

3.3.4 Spektrum Proses ARIMA(O, 0, 1) atau MA(1)
Model dari proses ARIMA(O, 0, 1) adalah sebagaikiogr
Zy =ar+0a;_4
Z; =1 —-06B)a;, Z; = Y(B)a; denganp(B) = (1 — 6B)
Fungsi Pembangkit autokovariansi proses satasiséidMA(O, 0, 1) adalah
sebagai berikut:
y(B) = adp(B)Y(B™)

y(B) = 62(1 — 6B)(1 — §B~1) (3.3.18)
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Adapun spektrum dari proses stasioner ARIMA(O,)&dalah sebagai berikut:
F(@) = =y(e™®)
21

= 0—5(1 — fel® — ge™lv 4 92)
21

= 0—5(1 — fel® — el 4 9?)
21

2
_ % (1 peiv — gemie 1 9?)
21
2
= Z—; (1 — 8(cos(w) + isin(w) + cos(w) — i sin(w)) + 6?)

_ %129 +62)
= cos(w)

f(@) = 2 (1 + 6% — 26 cos(w)) (3.3.19)
Bentuk spektrum di atas bergantung pada té@ndatinya:
a) Jika 6 > 0, autokorelasi runtun waktu negatif dan relasinyassak yang
digambarkan dengan spektrum yang bernilai tingdadeekuensi tinggi.
b) Jika 6 < 0, autokorelasi runtun waktu positif dan licin, makgektrum

didominasi oleh komponen berfrekuensi rendah.

(Wei, 1990: 278)

3.3.5 Spektrum Model Musiman

Komponen musiman deterministik dengan periode masia akan

mempunyai spektrum pada frekuensi harmonik (FO)JFE&§=%, dengan

k=41, 2, ..., #/2]. Spektrum model musiman dengan musiman 12 maggdu

model sebagai berikut:
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(= @BZ =a, (3.3.20)
Z, = Y(B)a,, dimanap(B) = ———

1-®B12

Fungsi Pembangkit autokovariansi adalah sebaggduber

y(B) = agp(B)Y(B™)

1
¥(B) = 94 TormazesT (3.3.21)

Jika prosesnya stasioner, maka spektrum ada yebagai berikut:

1 .
f@)=5-v(e™)

_ag 1
21 (1 — Pel120)(1 — de~i120)

oF 1

%(1 — De—i120 — Ppeil2w + P2)

@ 1
T 2m (1 — d(e~i120 4 gil2w) 4 P2)

2
o 1
~ 2m (1 — ®(cos(12w) — isin(12w) + cos(12w) + i sin(12w)) + ®2)

o2 1
f(w) Y §(1—2¢cos(12w)+cl>2) (3'3'22)
Dimana cos(12w) = —1 padaw =~ untukk = 1, 2, 3, . . ., 6, dan

cos(12w) = 1 untukw = 0 danw = % dengark=1,2,3, ..., 6.

Bentuk spektrum persamaan (3.3.22) diatas berggnpada tandad,

artinya: untuk® > 0dan ® < 0, selain puncak pada = 0, spektrum akan

w(2k—-1)

menunjukkan pada lembah yaitu pada frekuensi hakmoosimanw = >
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untukk =1, 2, 3, .. ., 6 dan akan mencapai puncak frataensiov = % untuk

k=1,2,3,...,6.
3.4 Estimasi Spektrum Populasi

3.4.1 Periodogram

Diberikan data runtun waktu dengarobservasi dalam bentuk polinomial

trigonometrik adalah:
7, = [n/Z](a :
t = Dp=o (Ak COS Wit + by sinwyt) + e; (3.4.1)

Dimana w; = ?,k =0,1,--,[n/2] adalah frekuensi Fourier dam sertaby

dinamakan koefisien Fourier yang dapat diperoleilgde menggunakan metode
Least Square Error, persamaan (3.4.1) dikenal sebagai deret Fourier.
Penggambaran Fourier di atas dapat dipandang saibagal regresi sederhana

sebagai berikut:

Z, =X, +e, (3.4.2)
dengan;
X; = [coswyt  sinwgt coswit sinwyt -+ COSWp/pt  SINWy L]
danp’ =[a, by a; by = Qu2 bpp] , sertae,~N(0,02).

Dengan menggunakan metdd®E didapat nilaj sebagai berikut:

b= ﬁ = [Xf=1 X£Xt1‘1[2?=1X£Zt] (3.4.3)
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Persamaan (3.4.2) di atas dapat ditulis dalam kemtatriks sebagai berikut:

Z; = [coswot sinwgt coswit sinwqt -+ COSWp/pt
t=1 X( Xy =

[ n Y sinwgt coswyt  Y-; coS Wyt cOS wyt
Y1 cos wot sin wgt " sin? wyt Y1 cos wyt sin wyt

| Xfeicoswpt coswit  Yigsinwytcosw,t Y cos?w;t

[Z?zl COS Wyt SiN Wyt Yigsinwyt sinwy,t Y, cos wyt sinwy, pt

Dapat dibuktikan bahwa:

2mkti n, untuk k=0
n n =
a) Xi=1¢€ {0; untuk k =+1,--,+(n—1)

b) Y%, cos wit = 0,untuk k = 1,2, 3, "T‘l

c . n—1
Z sinwyt = 0, untuk k =1,2,3, -+, ——

t=1

0, untuk k #j

n . —
C) Xf=1COS w;t COS Wyt {%, untuk k = j

0, untukk #j

n 1 . i =
d) Xi=1 sin wjt sin wyt {g, untuk k = j

€) Xt=1 cos w;t sin wyt = 0, untuk semua j dan k.

Bukti:

Sin Wy, t] by

Yt=1Sin Wy, /5t COs wot ]
Yt=15iN Wy /pt sin wt

© Xi=1SiN Wyt cOS Wyt |

Yty sin® @yt
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2mkti

a) Yi-,e n

Untuk k = 0, maka diperoleh:

Z e2T*0xtl el = 1=n

n n n
t=1 t=1 t=1

Untukk =+1, 2, ..., +0- 1)

2mki

misalkanZ = e =, sehingga persamaan (a) dapat ditulis sebag&iberi

2mkti

et 1-zM"
Yhien =Xt =

1-Z

,untuk 0 < |[K| sndanZ# 1 (3.4.5)

2mki (ani)n .
Z=e n o ZI"=e\"n )" = 2™ = cos(2mk) + isin(2nk) = 1,
untukk = +1,4+2,---,+(n — 1) (3.4.6)

Substitusikan persamaan (3.4.6) ke persamaan )3séltingga diperoleh:

D oomkti 1—2" 1-—1 e
E e n e — 0, untu +1,-,x(n—1)

b) Dari hasil (a) diperoleh:

- 2mkti =
Ze n =0& Z(cosa)kt + isinwit) =0

t=1 t=1

o Yitcoswt +i Y sinwet =0 (3.4.7)
Dari persamaan (3.4.7) hasilnya sama dengan ral, kfomponen real dan
imajiner keduanya sama dengan nol, sehindda,cosw,;t =0 dan

i Y sinwgt =0 © Y sinw,t = 0.

C) Xf=1COS w;t COS wyt

n
_ Z%(ewjti n e—wjti)%(e(ukti + ekt
t=1
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n
= %Z{e(wﬁwk)” + elwjmwn)ti 4 p(-wpror)ti 4 e(_“’f_“”‘)ti}

t=1
1 2mti(k+j) 2mti(—k+j) 2mti(k—j) 2mti(—k—j)
zzzgzl{e n +e n  +e n +e n } (3.4.8)
Dari hasil (a) diperoleh:
Jikak # j, maka persamaan (3.4.8) hasilnya = 0.
Jikak = |, maka persamaan (3.4.8) akan menjadi:
n n 1 1
Z oS w;t COS Wyt = ZE (e®it + @it E(e‘*’k” + e~ @kth)
t=1 t=1
n
1 2Tti2k 2mti(—2k)
=ZZ{3 n +e’+e’+e n }
t=1
n
1
:ZZ(OHHJ’O)
t=1
n
=32.1=3
2
t=1
d) Xt sin w;t sin wyt
=1 1
— _ w]tl _ wjti _ (o,witi _ ,—wyiti
Z 2i )5 (e em )
t=1
— _%Zgzl{e(wj+wk)ti — e@j-wti _ p(-wjtw)ti 3 e(—w]-—wk)ti}
1 2mti(k+j) 2mti(—k+j) 2mti(k—j) 2mti(—k—j)
=—3 ?:1{3 n —e n —e n +4+e n } (3.4.9)

Dari hasil (a) diperoleh:
Jikak # j, maka persamaan (3.4.9) hasilnya = 0.

Jikak = |, maka persamaan (3.4.9) akan menjadi:
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n

n
1 1 .
Z sin w;t sin wyt = Z— (e®st — “)1“) (e“’k“ — e @ktl)
2
t=1

t=1

n —el—el+e n

1 & { 2mti2k 2nti(—2k)}
- e —

t=1

€) Xt=1C0S w;t sin wyt
n
1 i —wiin 1 ) .
A Zz(ewj iy o™9j l)T(ea)ktl — e @k l)
l
t=1

n
— %Z{e((u]+wk)ti _ e(wj—wk)ti + e(—wj+a)k)ti _ e(—wj—wk)ti}
L
t=1

2mti(k+j) 2mti(—k+j) 2mti(k—j) 2mti(—k— j)}

=ﬁ2?=1{e no—e n te n o—e =n (3.4.10)

Dari hasil (a) diperoleh:
Jikak # j, maka persamaan (3.4.10) hasilnya = 0.
Jikak = }, maka persamaan (3.4.10) akan menjadi:

n n
1 . 1 . .
Z cos w;t sin wyt = Z E(e“’i“ + e‘“’f“)z (e@rtt — g=@ktl)

t=1 t=1

n
Zntlzk 2mti(-2k)
12{ —e%4+el—e" n }

t=1

»-[>|>—\



t=1

Sehingga diperoleh:

n ! _
t=1XtXt -

ez

..,
||M=
ey

t=1
n 0 0
0 0 0
o 0o 2
_2
0 0 o

-t=1

Dari persamaan (3.4.3) diperoleh:

b=p =

an/Z

_bn/Z_

| ———
O e
[e)

o

-1

n
Yo xix,
t=1

o o3
vNIZO O

Z sin w, /,t

n
Z o
t=1

n n
1
Zcosw]-tsinwkt= —Zi2(0—1+1—0) =0

o o

t=1
0]_1
0]
0 t=1XZt

Dari persamaan (3.4.12) diperoleh nffayaitu:
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(3.4.11)

(3.4.12)



n -1 n 1 n
ap = (Z coszwot) Z coswot Zy = ZZ Z COS wyt
t=1

t=1

n -1 n
by = <Z sinzwot) Z sin wyt Z;

t=1

n -1 n
2m* 0
= Zsinz( - t) ZZt sin wyt

t=1 t=1

= (0)"1 Y, Z, sin wyt (tidak terdefinisi)

n

ny 71 2% n—1
a, = (E) Z cos Cl)ktZt = Ez Zt Cos wkt,untUkk = 1; 2;'”1( 2 )
t=1

t=1

n

ny~1 _ 2% _ n—1
) S ot =23 5 anoncamk =120 (5
t=1

t=1

n -1 n
an = Zcosza)gt ZZt cos wnt
3 2 t=1 2

n

-1
n 2T * 7 L
= Z cos? t Z Z, cos wnt
n — 2

-1 n

n
bn = <Z sinzwgt) Z Z, sin wnt
2 2 2

t=1

-1
n
n 2T * 7 L
= Z:sin2 t ZZt sin wnt
n — 2
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= (0)"* Y™, Z, sin wnt (tidak terdefinisi)
2
Atau dalam bentuk yang lebih sederhana adalah aebagkut:

%Z?:l Zt COS (J)kt,untukk =0dank = n/z
~¥i-1Zs coswyt,untuk k = 1,2, (T)

2% n—1
b, = —Z Zysinwgt,untuk k =1, 2,---,( )
nt=1 2

Jumlah kuadrat kesalahan pada persamaan (3.4.@amenenggunakan estimasi

kuadrat terkecilQLS adalah:
teref = Xt Z¢ — [Xia1 ZeXe ) [X0aq Xi X 7 Xy X(Z, ] (3.4.14)

Jika terdapat banyak variabel bebas dan antar bedribebas tersebut tidak
berkorelasi atau saling independen, maka residDBS é; = 0 sehingga

persamaan (3.4.14) akan menjadi:

n n n
0= Z 72— Z XX, Z X.Z,
t=1 t=1 t=1

Yt ZE = [Bre1 Ze X [Xrey Xt X )T X X{Z, ] (3.4.15)

n -1

AT

t=1

Dari persamaan (3.4.3) diperoleh:

n n
> x| ) xz
t=1 t=1

-1

b=p=
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n n
@ZX;th ngxt B
t=1 t=1
_aO
m 0 0 0 01| 4
0000 0| a
no
(00 7 4 Ofl by (3.4.16)
00 ¢ 5 0
: : 0 an/z
00 ¢ o ol

Substitusikan persamaan (3.4.16) dan persamaaii{BMKe persamaan (3.4.15)

sehingga diperoleh:

n n
Z Zy = [Z Z Xt
t=1 t=1

-1

n
Z XIX,
t=1

n
Z X7,
t=1

n 000 01fm 0 0 0 07im 0 0 0 07
00 00 olfo 0 0 o ol [0 0 0 O 0
C 00 20 oflo o 2 0 ol lo o 20 0
EZ?—/?’ 7 © 2 7 B
00 5 3 offo 0 5 3 of [0 0 & 5 0
A W A s, S © .
00 4 o oflo o 4 o] [o0 4 § 0]
m 0 0 0 07
0O 0 0 O 0
Jo o 2 0 0
= 27’1
'8000; 0'8
3533 0
0000 0.
na,
0 * by
n
P!
=lay by a; by = Qna2 bnspl %b1
nan/z
_O*bn/z_
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2 noa Mo no n.o> 2
= nao + 0 +Ea1 +Eb1 + .- +Ea(n_1)/2 +Eb(n_1)/2 + nan/z + 0
Didapat:
n (”_‘1)
nag + > Xkt (aZ + b?), jikan ganjil
n_ 72 = (3.4.17)

n-—1
nag + %Z;(cfl )(a,zc +bg) + na; ,, jikan genap

Fungsi frekuensi yang diberikan oleh jumlah kuadtatnormalisasi
dinamakan periodogram, dengan demikian periodogdashefinisikan sebagai
berikut:

nai, jikak=0

I(wy) = {5 @k + b jikak = 1,2,,[(n = 1)/2] (3.4.18)

na; ,, jikak = % untuk n genap

3.4.2 Sifat-sifat Sampling Periodogram

Diasumsikar?,, Z,, .-+, Z, iid berdistribusiv (0, 52), maka

Edy = %z E(Z,) cos(wyt) = 0

dan;

Var (a) = E(ay, — 1n)? = E(ay)?

=E (%Z Z; cos(wkt))

2
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n
4
= FZ E(Z.)? cos?(wyt)
t=1

4
= 02 cos?(wyt)
t=1
n
4g?
=7 cos?(wyt)
t=1

40%°n 20?2

Var (9 2522 =
Dari sini ax untukk = 0, 1, . . .,[(n-1)/2] iid berdistribusiN(O,%) sehingga
ag af iid

Tlar ~N(0,1). Dengan demikiaéa—z ~ x*(1). Demikian juga dengan:

E(by) = =% E(Z,) sin(wyt) = 0, dan

Var (by) = E(by — w)?* = E(by)?
n 2
=F 2 Z; Si
= EZ ¢ SInwyt
t=1
n
= 2N B2 sint(wit)
== )2 sin?(wy,
t=1

= 02 sin?(wyt)
t=1

407
=7 sin?(wgt)
t=1
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40°n 20%

Var(bo) =<z 3=
Dari sini by untukk = 0, 1, . . .,[(n-1)/2] iid berdistribusiN(O,%) sehingga
by nb ii nb?

- . j 2 . na,zc nby .
N(0,1). Dengan demlkla% x° (D). Selanjutnyaﬁ dan —; saling

20

oyz/n
independen untuk =0, 1, .. .,[(n-1)/2] danj = 0, 1, .. .,[(n-1)/2]. Karenaaxdan

by adalah normal dan sifat ortogonalitas sinus damks, maka:

Cov(ay, b]-) = E(akb]-) - E(ak)E(b]-) = E(axb;)
n n
=E 2 Z - Z, Si
= EZ tcos(wkt).gz u Sinwju
t=1 u=1

4" s _
= ﬁZ[E(Zt) COS Wyt .sin a)jt]
t=1

PR
4o .
= 7 [coswkt.smwjt]

t=1
Cov(ak, b]-) = 0, untuk semua k dan j (3.4.19)

Ordinat periodogram didefinisikan sebagai berikut:

) _ — (af + bp),untuk k = 1,2, [(n = 1)/2]  (3.4.20)

o2

Dengan demikian ordinat periodogram pada persant@ah20) berdistribusi

x*(2).
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Untuk k = 0, diperoleh:

n
1
E(ay) = ZZ E(Z;)coswyt =0
t=1

dan;

Var(ay) = E(ay — n)? = E(ag)?
n 2
=F : Z Z t
t=1

n
1
B ﬁz E(Z,)?cos?w,t
t=1

1 n
=5 _ZZ o?cos?wyt
n

t=1
% vn 2
= ;Zt=1 coS O

_o%an 1=9 n_oz
n2 &t=1 n2’ n

Sehinggaag berdistribusiN (0, %2) akibatnyaai‘}H ~N(0,1). Dengan demikian

2
20 x2@).

o2

Untuk n genap dengank = n/2, diperoleh:

n
1
E(an/z) = Ez E(Z.) cos wp 2t = 0
t=1

dan;

Var(ans2) = E(anz = 1)” = E(any2)”

n
1
= (1Y Zecos
<n tcoswn/z)

t=1

2



62

n
1
= ﬁz E(Z)*cos*wy )t
t=1

n

——1 0%cos?w,, ot
2 n/2
n

t=1

2
Dari sinian berdistribusiN(O,%) sehingg% ~N(0,1). Dengan demikian

na? . . . I(m)
—3% ~x*(1). Jadi ordinate periodogram ada(é(-ﬁ ~x%(1) dano—f ~x%(1).

3.4.3 Uji Untuk Komponen Periodik Yang Tidak Diketahui
Pada prakteknya, runtun waktu berisi komponen pirio/ang tidak
diketahui frekuensinya. Kita dapat menguiji:

Ho: a=b =0 melawarH;: a # 0 ataub # O
untuk model di bawah ini:
Z; = acoswt + bsinwt + e; (3.4.21)

Dimanae, iid N(0,0?), tetapi frekuensiv tidak diketahui. Tujuan periodogram

adalah untuk mencari periodesitas yang tersembuika. model dasarnya berisi
komponen periodik tunggal pada frekuensi diharapkan bahwa periodogram
I(wy) pada frekuensi Fouries, akan mencapai maksimwmn Dengan demikian

dapat dicari nilai maksimum ordinat periodogram danguji apakah ordinat ini
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merupakan nilai maksimum untuk2 sampel random dari suatu variabel random

yangiid berdistribusiy?(2).
Pada keadaan ini statistik uji yang digunakan ddala
IV () = max{l(w)} (3.4.22)

dimanaw;y adalah frekuensi Fourier yang mempunyai nilai rmaksn ordinat

periodogram. Uji untuI{(l)(w(l)) diperoleh oleh Fisher (1929), berdasarkan pada

statistik uji:

_ 1Y(w))
2 1w

(3.4.23)

Di bawah hipotesis nol, prosashite noiseN(0,02) untuk Z;, Fisher (1929)

menunjukkan bahwa:
P(T>g) =31, (-1)uY (1]\/) (1—jg)V ! (3.4.24)

DimanaN = % g > 0 danm adalah bilangan bulat terbesar yang lebih kecil ata
sama dengaé. Dengan demikian, untuk tingkat signifikansidapat digunakan

persamaan (3.4.24) untuk mendapatkan nilai kggikyaitu:
P(T >g,) = a.

Jika nilai T yang dihitung dari runtun waktu g,, makaH, ditolak yang berarti
bahwa runtun wakt, berisi komponen periodik. Hal ini dikenal sebaggi

Fisher.
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Distribusi T untuk tingkat signifikanse. = 0,05 yang diberikan oleh Fisher

(1929), dapat dilihat pada tabel di bawah ini:

Tabel 1
Distribusi T
N g, (by exact formula) g, (by first term only)
5 0,68377 0,68377
10 0,44495 0,44495
15 0,33462 0,33463
20 0,27040 0,27046
25 0,22805 0,22813
30 0,19784 0,19794
35 0,17513 0,17525
40 0,15738 0,15752
45 0,14310 0,14324
50 0,13135 0,13149

N = (n — 1)/2, jikan ganjil danN = (n/2 — 1), jikan genap.

Kolom ke — 3 pada tabel di atas adalah pendekatary yiperoleh dengan

menggunakan suku pertama pada persamaan (3.4i24) ya

P(T>g)=~N({1-g)"! (3.4.25)

Dengan pendekatan ini akan diperoleh hasil yang, tehtuk tujuan praktek

digunakan persamaan (3.4.25) agar memperoleh kilek g, yang diuiji.
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Di bawah hipotesis nol pada persamaan (3.4.213 sibnifikansi 1(1)(0)(1))
merupakan nilai maksimum untuk menoldk artinya ada komponen periodik
pada runtun waktu di beberapa frekuemsiv ini tidak perlu sama dengauy),
sebabw(;y hanya dipilih dari frekuensi Fourier dan tidak iogemua frekuensi

yang mungkin antara O dan

Misalkan I¥(w(,) adalah ordinat periodogram terbesar kedua pada
frekuensi Fourierw,). Whittle (1952) mengusulkan pengembangan uji Fishe
untuk ordinat terbesar kedua ini berdasarkan statig:

1®(w ()

< ]
{zkzzll(wm}—l(ﬂ(wm)

(3.4.26)

dimana distribusi pada persamaan (3.4.24) diguna&tpi N diganti dengan

N — 1. Tahap ini dapat diteruskan sampai diperoéil yang tidak signifikan.

3.5 Spektrum Sampel

Untuk proses stasioner dalam kovaridp dengan autokovarian dapat
dijumlahkan, didefinisikan nilai spektrum populgsada frekuensiw sebagai

berikut;
f(@) =5 BF_wvie (3.5.1.a)

= i(yo + 21V cos (wk)),—nm<w<mw (3.5.1.b)



66

Diberikan n sampel observas,, Z,, -+, Z, dapat dihitungh — 1 autokovariansi

sampel, yaitu:
Vi = %Z?;{(Zt =2)(Ze-;-7) (3.5.2)

dimanaZ_zi *,Z. adalah mean sampel. Berdasarkan pada data sampel,

estimasif (w) diperoleh dengan menggantikan autokovariansittegsj dengan
autokovariansi sampél,, untuk runtun waktun observasi yang diberikan, dapat

dihitungy,, k =0,1,2,---,(n — 1). Estimasif (w) adalah:

PN

f(@) = =SR2 gy Prc ™% (3.5.3.a)
f(@) = - (7o + 2 X1 i cos wk) (3.5.3.b)

f(w) dinamakan spektrum sampel, seffatadalah penaksir tak bias, maka:
Jlim E(f(@)) = f(@) (35.4)

Dengan demikiarf(w) adalah penaksir tak bias dan disebut sebagai atstim

untuk f(w). Untuk menguiji sifat-sifat spektrum sampel, dipebangkanf (&)

21k

pada frekuensi Fouriew;, = ~ ,k=1,2,---,n/2. Pada frekuensi Fourier ini,

spektrum sampel dan periodogram saling berhubuniaih.ini dapat dilihat

sebagai berikut:

n
1) =5 (@} +bP)

n
=3 (ax — iby)(ay + iby)



_ n
2
2 rn n
— Z Zte—i(ukt Z Zteiwkt]
n Lt=1 t=1
2 n n
==> @ - z‘)e-iwkf} IZ A = z‘)eiwkt]
n t=1 t=1

2 _ T
Hwy) = =%t Xsea(Ze = 2)(Zs — 2) e tw(t=5)

DimanaY L, e!®kt = Y1 | e~iwkt = (, karena

1=
P==> (7 -2 (%~ 72)
t=1

Misalkanj =t —s, sehingga persamaan (3.5.5) diperoleh:
n—1

I(wy) = 2 Z pj e ik
j==(n-1)

I(wi) = 2{Po + 2 X121 9; cos wyj}

Dari persamaan (3.5.3.b) dan (3.5.6) diperoleh:

n

flwy) = ﬁl(wk), k=12, [5]

. A I(wn/2) "a121/2 .
Dimanaf (wg) = —= = —*= jika n genap.
2 21 21

(3.5.5)

(3.5.6)

(3.5.7)
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B n n

2 2

Ez Z:(cos wyt — isin wkt)] [Ez Z:(cos wyt + isin wk)]
L t=1 t=1



68

MisalkanZ; adalah deretvhite noisedengan mean nol dan variansi konstan

o2, makaf (wy); untuk k = 1,2, nT_l berdistribusi independen sebagai:

@ ~x*(2)
o

& (wp)~a?x*(2)

1 o?
_ ~— y2
S 4n1(wk) X 2)

& flo)~ 2522 (3.5.8)

T 2

Dimana% pada persamaan (3.5.8) merupakan spek#um



