BAB I11

MODEL ANTRIAN (M; /G;/1) : (NPRP/ /o)

3.1. Pendahuluan

Dalam model antrian dengan disiplin pelayanan pasy diasumsikan bahwa
antrian yang paralel dibentuk di depan sebuah agralayanan dengan setiap antrian
diperuntukkan bagi para pelanggan dengan priotgaentu. Fasilitas pelayanan
diasumsikan memilikk prioritas maka akan terdaplatantrian yang paralel dalam
sistem, antrian pertama memiliki prioritas pelayanartinggi dan antrian kedua
untuk para pelanggan dengan prioritas lebih renldahyang pertama hingga antrian
keim yang memiliki prioritas paling rendah. Laju kedagjan dan pelayanan dapat
bervariasi untuk antrian dengan prioritas berbedamun, dalam setiap antrian
diasumsikan para pelanggan dilayani dengan disHfliRS {irst come first serve).

Terdapat dua aturan dalam antrian dengan disipleygnan prioritas, yaitu:

1. Aturan preemptif (PRP), dimana pelayanan pelangdmamgan prioritas lebih
rendah dapat diinterupsi demi seseorang yang lisaudan memiliki prioritas
lebih tinggi.

2. Aturan nonpreemptif (NPRP), dimana pelayanan pglang/ang sudah dilayani
tidak dapat diinterupsi oleh pelanggan yang bartardp Pelanggan tersebut
hanya akan meninggalkan sarana pelayanan setdiedaisdilayani dan tidak

bergantung pada prioritas para pelanggan yangdzdamg.
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Seperti yang telah disebutkan sebelumnya, modekeoiah-olah memiliki
banyak jalur antrian (bergantung pada banyaknyaritas) dan masing-masing
antrian akan mengikuti disiplin pelayanan FCHE&t(come first serve). Oleh karena

itu, setiap jalur antrian akan meliliki laju kedagmn yang berbeda, yaityy, A,, ...,
A, dan laju pelayanan untuk setiap jalur antrian jogivariasi, yaituy, , i, .., 4, -

Pada penyusunan tugas akhir ini model yang diagamsadalah model
antrian (M/G;/1) : (NPRPto/x) yaitu banyak kedatangan berdistribusi Poissom ata
waktu antar kedatangan berdistribusi Eksponensiaktu pelayanan berdistribusi
general (umum) dan fasilitas pelayanan tunggal. Aturangyaigunakan adalah
nonpreemtive dengan jumlah kapasitas sistem dankaasliasumsikan tak hingga.

Perumusan untuk model antrian dengan disiplin pa®r akan sangat
bergantung pada distribusi waktu pelayanannya.l&etéistribusi waktu pelayanan
ditentukan maka akan diketahui fungsi kepadatangpeinya sehingga diketahui pula
E(t) danvar(t). Karena dalam menentukan rata-rata waktu mengdatr rata-rata
jumlah pengantri sangat bergantung pada nilgid&nvar(t) dari distribui pelayanan
yang dipilih.

Dalam menetukan model antrian perlu diketahui ilbis&i peluang dari waktu
kedatangan atau waktu antar kedatangan dan wakayapan. Kedua distribusi
tersebut akan mempengaruhi perhitungan rata-rattuvtianggu dan rata-rata jumlah
antiran. Oleh karena itu, pada selanjutnya akaahdib tentang distribusi kedatangan

dan pelayanan yang akan menentukan model antrigf(h).
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3.2. Distribusi Banyak Kedatangan dan Distribusi Pelayanan
Terdapat beberapa definisi yang harus dipahamielir! dahulu untuk
mengetahui distribusi banyak kedatangan dan kepkasan, yaitu:

Definisi 3.2.1

Proses stokastik adalah koleksi dari peubah acak

X ={X(t)|tOT, T merupakan setindek. Di mana untuk setiap t pada himpunan
indek T, X(t) merupakan peubah acak. Pada aplikasinya t sergumakan untuk

menyatakan waktu daX (t) merupakan keadaan pada proses saat waktu t.

Definisi 3.2.2

Proses stokastil{N(t)|t20} dinamakan proses stokastik menghitung jika
N(t) menyatakan banyaknya peristiwa yang terjadi daetang waktu t. Proses
menghitungN (t) harus memenuhi sifat-sifat sebagai berikut:
1. N(t)20, untuk setiap t

2. N(t) bernilai bulat positif

w

Jika s<t, makaN(s)< N(t)
4. Untuk s<t, maka N(t)-N(s) menyatakan banyaknya peristiwa yang terjadi

dalam selands;t].
Jika banyak peristiwa yang terjadi dalam intervakiu adalah bebas, maka

banyaknya peristiva yang terjadi dalam selggt] yaitu N(t) bebas tidak
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berpengaruh terhadap banyaknya peristiwa yangdigugda selang(t,t +s], yakni
N (t+s)-N(t) sehingga proses menghitung dikatakenaikan bebas.

Jika distribusi dari banyak peristiwa yang terjadda interval waktu kapanpun
tergantung hanya pada panjang waktu interval (iatesama akan berdistribusi
sama), proses menghitung dikatakanaikan stasioner.

Definisi 3.2.3
Proses menghitun{gN (t)| t> O} dinamakan proses Poisson, jika untuk proses
kedatangan maupun keberangkatan memenuhi sifasstbagai berikut:
1. Pada saat t = O tidak terdapat peristiwva kedatamganpun keberangkatan.
N(t=0)=0.
2. Diberikan N(t) jumlah dari peristiwa kedatangan maupun keberaagkselama

interval [0,t], peristiwa kedatangan maupun keberangkatan mérkiiiaikan

stasioner dan kenaikan bebas.
3. Pada interval waktu sangat kecii >0, terdapat peluang munculnya satu

peristiva kedatangan maupun keberangkatan, denglaang P(N(h) =1) dan

0< P(N(h) =1) <1. Peluang untuk satu kedatangan pada interval wsdhgat
kecil h>0, yaitu P(N(h)=1) adalah Ah+o(h), dimana A merupakan laju
(intensitas) kedatangan. Peluang untuk satu keblkaten pada interval waktu
sangat kecilh >0, yaitu P(N(h) =1) adalah zh +o(h), dimana # merupakan

laju (intensitas) keberangkatan.
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4. Pada interval waktu sangat kedil>0, memungkinkan terjadi lebih dari satu
peristiva kedatangan maupun satu peristiwa kebkedag dengan peluang yang
sangat kecil. Dalam hal ini bisa ditul®N(h) = 2) = o(h).

Catatan:
o WeRRNI A
Fungsi f dikatakan fungsb(h) jika Ir!ngT =0.

Contoh : f(x) =7x% + x*

7 2
Karenalim m =lim M
h-0 h h-0

=lim7h®+h=0.
h-0

Jadi, fungsif (x) merupakan fungsi(h).

3.2.1. Distribus Banyak Kedatangan

Situasi dimana pelanggan datang dan diasumsikak pernah pergi serta
terjadi dengan cara yang sepenuhnya acak dinamaiahiran murni gure birth).
Proses kedatangan pelanggan pada teori antriant dgg@adang sebagai kelahiran
murni. Laju kedatangan pelanggan per satuan wakntasikan dengan simbol .
Dan jumlah kedatangan pelanggan yang diperkira&mst adalahAt .

Dari definisi definisi 2.5.3 diketahui bahwa pelgaterjadinya peristiwa satu
kedatangan dalam interval waktu yang sangat kécildimana h>0 adalah

0<Ah+ o(h) <1. Ini berarti bahwa peluang tidak adanya perisktedatangan dalam
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interval waktu yang sangat kecilh adalah 1-(4h+o(h)) dimana
0<1-Ah-o(h)<1.

P (t) adalah peluang adanya n pengantri dalam sistein geett sedangkan

P, (t + h) adalah peluang adanya n pelanggan yang antri cattem pada saat-h.
Jika pada saat+h sistem tidak memiliki pengantrin(=0), ini berarti pada saat
sistem juga tidak memiliki pengantri dan tidak geaistiva kedatangan selarha
Untuk n>0, dimana pada saat+h sistem memiliki n pengantri, ada dua
kemungkinan yang dapat terjadi yaitu terdapgengantri pada sattdan tidak ada
peristiwa kedatangan selarha Dan terdapah —1pengantri pada saatlan terjadi 1
peristiva kedatangan selarha
Untuk peluang terdapat=0 pengantri pada saat- h adalah

P,(t+h)=P(N(t+h)=0)

P,(t+h)=P(N(t)=0,N(t +h)-N(t) =0)
Karena kedatangan merupakan proses kenaikan betbas m

P,(t+h)=P(N(t) = 0)P(N(t +h)=N(t) = 0)

P,(t +h) = p, (t)2—Ah+o(h))

P,(t+h)-P,(t) o(h)

= AP, (1) + =L
)+




Ketika h mendekati 0, maka

Iim{ i\ hr?' Po(t)} - |im{—AP0(t)+@}

h-0 h-0

R (t) =-ARK (t)

InR,(t)=-At+C
Dengan mengintegralkan kedua ruas terhadap t dgbero

P, (t)=Ke™ ,K = konstanta

KarenaP, (0) = P{N (0) = 4 = 1 sehingga

Untuk peluang terdapat> 0 pengantri pada saat+h adalah

P (t+h)=P(N(t+h)=n)

P (t+ht)=P(N(t)=n,N(t+h)-N(t)=0)+P(N(t)=n-1,N(t+h)-

+P(N(t+h)=n,N(t+h)-N(t)=2)
Karena kedatangan merupakan kenaikan bebas, maka
P, (t+h)=P,(t)a-An+o(h)]+anP_(t) +o(h)

R(teh)=Ry(Y) AP, (t)+/1Pn_l(t)+@

26

(3.2.1.1)

N(t)=

1)
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Ketika h mendekati 0, maka

Iim{P“ (t+ hg' Ry (t)} - Iim{—/lpn (t)+/1Pn_1(t)+@}

h-0 h-.0
R(t)=-AR, (1) +AP.4(t)
R (t) +AR, (1) = AR (1)
Solusi dari persamaan diferensial di a&dalah

P.(t)= e_wu /"Dn—l('i)eI Mot + Bj, B = Konstanta

KarenaP, (0)=0, makaB = 0, sehingga

)t 1
Pl(t):e () =Ate™

e (M)

Misalkan n =k terpenuhiP, (t)= Y

it K
Pm(t):e-m[p_e () eArdHBJ

karenaPk+1(0) =0, makaB = 0. Sehingga

()
P., (t)z% (3.2.1.2)

'Persamaan diferensial yang bentuk umumwal- a(t) y= b(t) PD dengan faktor
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Integrasi memiliki solusiy = e_'..a(t)dt (J. b(t) 6Ja(t)dt dt + Cj ,C = Konstanta

Berdasarkan prinsip pembuktian induksi matematiielihat bahwa banyaknya

kedatangan interval waktu t berdistribusi Poissengdn persamaan fungsi peluang
(fkp) :

it n
P (t)=$,n:o,1,2,..

Dengan rata-rata sama dengan variansi yétitu
Sifat rerata, varians, dan fungsi pembangkit moufemn peubah acak : P(/])yang
berdistribusi Poisson adalah :
a. u=E(X)=4
b. g*=Var(X)=A
c. M ()=t tor
Bukti :

Untuk membuktikan sifat di atas terlebih dahulu emokan fungsi pembangkit

momen (fpm) dari peubah acak Poisson yaitu:




-2 L(eth)

=e e(

-A+et

=€

A(et-1)

=e , untuk semua nilai t

Turunan pertama dan kedua dari fpm adalah

M, (t) =e

M. (t) = e/l(e‘—l)Aet + /](e‘—l)(Aet )2

X

Maka
u=E(X) =M, (1)
= e/\(et —1) /]et |t:0
— eA(eo— )Aeo
=e’)
Dan

— e/l(e‘—l)Aet + A(e‘—l) (Aet )2 |t:0
— e/l (1-1) A+ /](1—1) )2

=1+ )?

29
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Sehingga
o*=Var (X)=E(x?)-(E(X))’
=A+A2=(A)" =2

Jadi terbukti bahwa nilai rerata dan varians dstridbusi Poisson adalah sama.

3.2.2. Distribus Waktu Antar Kedatangan
Interval waktu antara dua peristiwa kedatanganbdiseebagai waktu antar

kedatangan. Setelah mengetahui distribusi banyd&t&rgan adalah Poisson, maka

selanjutnya dapat diperoleh distribusi waktu akeatatangan. Misalkarf (t) untuk
t >0 adalah fungsi peluang waktu antar kedatangan Rj(sn) didefinisikan sebagai

fungsi distribusi kumulatif darif (t) , dengan demikian

0 :i f (u)du

Karena tidak ada kedatangan selama inte(@ai] ekuivalen dengan waktu antar

kedatangan satu peristiwa lebih besar tlariaka
0 s
Po(t):j f (u)duzl—j f (u)du=1-F(t)
t 0

Dari hasil (2.5.1.1), yaknR, (t)=e™, sehingga

e =1-F(t)
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PendiferensialarF (t) terhadapt akan menghasilkan

f(1)= e t>0
0 ,t<O (3.2.2.1)

Ini menunjukkan bahwa untuk distribusi banyak kadgin Poisson maka

distribusi waktu antar kedatangan adalah berdistriBksponensial dengan rata-rata

1/ danvariansiyA® .

Teorema
Jika X, menyatakan "waktu antar kedatangan” yaitu waktugydibutuhkan
untuk memperoleh 1 peristiwa (1 sukses) antarawadtistiwa (n-1) sampai dengan

peristiwva ke-n dalam proses Poiss{)N (t),tzo} dengan intensitasl, maka

X, =Exp(y1),n=12,..

3.2.3. Distribusi Waktu Pelayanan

Sesuai dengan notasi Kendall yang telah dikemukakaelumnya, distribusi
waktu pelayanan dalam teori antian dapat bervarl@stribusi waktu pelayanan
merupakan distribusi kontinu karena melibatkan rgglavaktu tertentu, ini berarti
daerah hasilnya berupa interval pada garis bilamgah Distribusi waktu pelayanan

tersebut dapat berbentuk:
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1. Distribusi Erlang
Peubah acak X dikatakan berdistribusi Erlang fikegsi kepadatan pelunagnya

berbentuk:

( / Ak Xk—le—/]x

(k1)

Sifat rerata dan varians dari peubah acak yangdtebdisi ErlangX : E(x;k,/\)

adalah :
k
a. Rata-rata =E(X)=j
: k
b. Varians =Var(x)=?
Bukti:
a E(X)=IO°§<f (x)dix
k , k=1 4=AX
_J' X/] X e i
o (k-1)
k k=1 4—-Ax
=lim px“4edx
R (|
k
= A im [*xe™dx
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Terlebih dahulu diselesaikariim [’ x*e™dx menggunakan integral

p-J0

parsial. Misalkan = x* maka du=kx*'dx dan dv=e™dx maka

—Ax
V==

, sehingga

p-o JO poo

D e—/ix
lim [ x“e™™dx = lim| — x“ y

"l ek
+ (— I J e”xx“dx)]
PR
0
k

. p _ _
:0+;I|m e ™ x*dx

p—-oo

k . P _ _
=—lim | e™x*dx

p-oJ0

Misalkanu = x* maka du=(k-1)x?dx dan dv=e™dx maka

—Ax
V=-

, sehingga

P - 0o

o e—/ix
_[O e x dx = lim| = x** =]

P
+ (—k . pe‘”xx"'zdxﬂ
0 A 0

= O{kT_llim pe’”x“dx}

p— 00

= @ lim [" e x"2dx

P —o0o

Misalkanu = x*2 maka du=(k-2)x*°dx dan dv=e™dx maka

—Ax
V=-

, sehingga



x| P
_[m e %2y = [im| - x*2 S| + k=2 _[pe'”xx"'P’dx
0 pooo A o A 0

= O+[k 2 lim _[pe‘”xx“dx}
A 0

pooo

_(k-2) lim jpe‘”xxk‘3dx
A peedo

k
o 4 EIim P e x gy
(k —1) (A p-eo

Ak [(k—l)

k-1 A0 4 E”Jojope_Axxk_de]

Ak (k—l)((k—Z)

k-004 2 U A mjope_ﬂxxk_sdx)

= A kk=1)(k=-2)...(k=(k _1))[Iim Ipe_ﬂxxk_k dx}

(k —1) A poe
A kk -1k —-2)..47 o

" (k-2) ( 1)51k : im e x|

_ A k(k_ )' im [P o

(k-1) )lkl [E[Qofoe dx}

=klim jope'”dx

peo

34
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k
- ﬁ lim _[op x*e*dx
1) o

Terlebih dahulu diselesaikarim _[Opxk*le'”xdx menggunakan integral

p— o

parsial. Misalkam = x<"* maka du = (k +1)x“dx dan dv=e*dx maka

e—/lx
V==

, sehingga

lim J'px‘“le‘“dleim - xk+ e_M|p+ (k+1)jpe‘“xkdx
& ot A |o A

=0+ (k+1) lim J'pe‘”xx"dx
A p-wd0

:@nm P& x¥dx
poo
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—AX
Misalkanu = x* maka du = kx"“dx dan dv=e™dx maka v = -2

sehingga

p‘>00

o e—Ax p
J' e ™xkdx = lim| - x*
0 A

+ (Ej'p e‘”xxk‘ldxj]
1o

=0+ [E lim (" e‘”xxk‘ldx}

p— oo

k .. P p
=—lim | e™x"dx

po

Misalkanu = x** maka du=(k-1)x“2dx dan dv=e™dx maka

=X
V=-

, sehingga

x| P _
J‘ ey gy = lim| = <2 e’ N ( k—=1¢p e_/‘XXk_dej
o Dorco X, T b

=0+ {lellm e‘AXx"‘zdx}

p-o

= —(k; ) lim Op e X dx

0 (k 1)

k
- A k—+1I|m P e xkdx
(k—l)! A p-wd0



A k+1(k ..
(k —1)! T[; !:;ITO J'Op e-/lxXk-ldX]

pL (k+1)k((k—1)

(k-1y 2 lim fope'”xxk‘zdxj

A p-o

Ak +1)k(k—1)...(k—(k—1))[

(k —1)! et lim J.Op e X xkk dX}

p-oo

A (k+2k(k-1).. .1[

(k = 1)| Akﬂ lim J.op e'AX dxj|

Peoo

A + A i
D (k 1/)]I:(lk 1)![Iim [ e_Ade}

P

(k +1)k lim & p
A e o

lim ™
A P 0

37
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_k
x

. Distribusi Eksponensial
Distribusi eksponensial merupakan kasus khusus distibusi Erlang dengan

k=1. Oleh karena itu, peubah acak X dikatakan betdusi eksponensial

X : Eks(A)

Sifat rerata dan varians dari peubah acak yanglidigbusi Eksponensial

X : Eks(A) adalah :
a. Rata-rata =E(X)=

b. Varians =Var(X)=
Bukti:
a. E(X)= Ioo;d (x)ax
= [ xde ™ dx

. p _
=lim ) xAe > dx

p‘,oo
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Misalkanu=x maka du=dx dan dv=Jde™dx maka v=-e™,

sehingga

. p _ . _
lim | xAe™dx = lim| — xe™

p-wd0 poo

g + ( Lp e‘“dxﬂ

x| P
=0+ |p|l"r3°_j J
0
=0- —lj
A
_1
)

E(X 2) = I: x?  (x)dx
= j: x?Ae *dx
= lim "2 Ne ™ dx

Misalkanu = x> maka du=2xdx dan dv=Ae ™dx maka v=-e*,

sehingga

p-wJO pooo

P _e—/lx
lim | x?e™dx=lim| x? )

P 2(¢p
+= ( I e ™ xdx)]
0 /1 0

_ A Ax p
—0+2lim_¢
P

p-o

3
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3. Distribusi Deterministik
Distribusi deterministik terbentuk jika waktu pgdaan bersifat kostan sehingga
memiliki sifat rerata dan varians sebagai berikut :
a. Rata-rata =E(T)=k

b. Varians =Var(T)=0

4. DistribusiGeneral.
Distribusi General berarti distribusi waktu pelayanan dapat berupabsseang

distribusi peluang seperti, distribusi eksponen&dbng, Gamma dll.

3.3.  Penentuan Ukuran-ukuran Kinerja Sistem Antrian
Sebelum memperoleh ukuran-ukuran kinerja sistern rdadel (M /G; /1) :

(NPRP/eo/ 00), perlu diketahui bahwa:

A = AE(t) (l<k<m)
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dan
Oy :Zpi (UOEO’UmEp)

Sistem dapat dikatakan stasioner jﬁ(a =P <1.

Kemudian, misalkan pelanggan dengan prioritastkea ke dalam sistem saat
to dan dilayani pada saét maka waktu tunggunya adaldl = t; - t. Diasumsikan
saattp terdapatn; pelanggan prioritas ke-I, pelanggan untuk prioritas keg
pelanggan untuk prioritas ke-3 dan seterusnya. $aitkén S, adalah waktu yang
diperlukan untuk melayani pelanggan yang sedangdbedalam pelayanan d&a
adalah jumlah waktu yang diperlukan untuk melayanselama waktu tunggty, M
pelanggan prioritas kke-< i akan datang dan dilayani terlebih dahulu dari pada
pelanggan prioritas kedenganr < k. Jika Sk merupakan jumlah waktu pelayanan

dari semuan,/, maka
i-1 i
T =2 S+ 2S5 +S

k-1 k=1

Jika dari kedua ruas persamaa diambil ekspektasmgka

wl! =efr,)=SEl8 ) Y E(s)+Els)

Selanjutnya akan ditentukan niIEi(S)) sebagai berikut:

E(S))= p (saat sistem sibuk) * Ej | saat sistem sibuk]
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Peluang saat sistem sedang sibuk adalah

A* (waktu pelayanan yang diharapkan)&{l/l]—k E(t)=p

k=1

dan
1
E[Solsaat sistem  sibuk] :Z{E[SO |saassistensibukdengan pelanggan
k=1
prioritas kek ]* p(pelanggan yang memilki prioritas kg
E[Solsaat sistem sibuk] 3" E, (t)&
k=1 1%
maka

_ 2 Etlo, (3.3.1)

Karenan, dan waktu pe|ayana§f(’k) adalah saling bebas, maka
E[s]=Ens”|=En ] Elst| =El] £, (1)

Sesuai dengan rumus Little, didapat
E[s]= 2 WY E, (t) = oW

Dan
E[S]=E[n] E()

= /]qu(i)Ek (t)
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Sehingga

atau

> oW+ ElS]
. 10, (3.3.2)

wl) =

q

berdasarkan Cobham (1954), solusi persamaan didadah

v E[s]
AR ey vy

Dengan menggunakan persamaan (3.3.1) diperolehatatavaktu menunggu adalah

N gaﬁmk
M -oL)i-a)

EC (A
= = (3.3.3)
(L-g4)i-a)
Dan rata-rata jumlah pengantri dalam antrian adalah
- OAYEM,
L) == (3.3:4)

" (-0, )1-q)

Persamaan (3.3.3) dan (3.3.4) digunakan untuk nbekem rata-rata waktu

menunggu dalam antrian dengan disiplin pelayanardidigbusi eksponensial.
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Sedangkan untuk distribusi pelayanan secara umuaoran-ukuran kinerja sistem
dapat ditentukan menggunakan persamaan berikut:
1. Rata-rata waktu menunggu dalam antrian adalah
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2. Rata-rata waktu menunggu dalam sistem adalah
WO =W +E, (1)

3. Rata-rata jumlah pengantri yang menunggu dalanearddalah
Lt = 2w

4. Rata-rata jumlah pengantri yang menunggu dalanearddalah

0=+ p,



