BAB |11

QUATERNION DAN APLIKASINYA PADA ROTASI 3D

3.1 Aljabar Quaternion

Misalkan [1 * adalah ruang vektor berdimensi empat atas bilamgah
Dengan memilih basis ortonorma} =(1,0,0,0, ¢=(0,1,0,0, e, =(0,0,1,0
dan e =(0,0,0,3, suatu vektorq=(a,b,c,d)00* dapat dituliskan sebagai
kombinasi linear dari basig, e ,e, dane,, yaitu q = ag, +be, + ce,+de,. Adapun

matriks representasi untuk vektgr (a,b,c,d) 00 * didefinisikan dengan

a b -¢c —d
|b a -d c
“le d a -bl
d ¢ b a

Melalui penulisan dalam bentuk matriks, elemen-eleinasis akan mempunyai

bentuk
1000 0-10 0 0 0-1 00 0-
o100 |2 000 |O0O O |00 1
%Zloo10% 00 0-2%]10 06 010
0001 0 010 0-1 0 100

Didefinisikan bahwae, =1, ¢ =i, e =] dan e =k. Dengan menggunakan

operasi perkalian pada matriks, diperoleh tabekber
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Tabdl 3.1 Perkalian Elemen Basis

L 1 i ] k
1 1 i J k
i [ -1 k |

Berdasarkan hasil di atas, vektgr=(a,b,c,d)00* kemudian dapat

dituliskan sebagai kombinasi linear dari elemenisbds i, j dan k, yaitu
g=a+bi+cj+dk di mana perkalian elemen basisnya memenuhi hulbunga

i2
|

= j?=k?=ijk=-1. Bilangan di [ * dengan bentukq=a+bi+c +dk, di
mana perkalian elemen basisnya memenuhi huburiganj® =k*=ijk =-1

disebut dengan quaternion. Selanjutnya, himpunan deamua quaternion

dinotasikan denga# .

Pada quaterniom = a+bi +cj +dk, nilai a disebut dengan bagian skalar
quaternion q sedangkan nilaibi +cj +dk disebut dengan bagian vektor
quaternionq. Jika bagian skalar quaternian bernilai nol, maka quaternioq
disebut dengan quaternion imajiner murni sedangkl&a bagian vektor

guaterniong bernilai nol, maka quaterniog disebut dengan quaternion skalar.

Dari uraian di atas, diperoleh bahwa vektordi merupakan suatu quaternion

imajiner murni.
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Definisi 3.1.1
Untuk sebarang quaternion ¢,,d,JH, maka operasi-operas berikut

berlaku.
1. q=*0q,=(az*a,) +(btb,)i+(ctc,)j+(dxd)k;
2. rg, =ra +rbj+rcj+rdk untuksetiap r 00 ;
3. q0,=(aa,~bp,~cg,~dd)+(ab #bascd ;dg )i+
(ac,+ca,~bd,+db,) j+(ad +da +b¢ ;ch k.
Contoh:
Jikag,=4+3+5)-k danqg, =6-5 + 3j + &, tentukanlahq, +q,, 3q,,

danq,.
Penyelesaian:

Misalkang, =4+3 + 5] -k danqg, =6-5 + 3] + &. Diperoleh,
q+0,=(4+3+5]-k)+(6-5+ 3 + &)
=(4+6)+(3-9i+(5+ Jj+(- ¥ k=16 &+ B+ B
30, =3(6=5+ 3+ &)= 18 16+ 9+ 1@
0, =(4+3+5]=K)(6- 5+ J + &)
=(24+15- 15+ 4+(- 26- 18 26 )3+( 1 30 #2)p+( 26+6+9 )R
=28+21+ 35+ 44&.

Dengan memperhatikan kembali Tabel 3.1, diperolehwia ij =k dan

ji==k. Ini menunjukkan bahwa perkalian pada quaternimakt bersifat
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komutatif. Jikaq, dan g,, masing-masing menyatakan bagian skalar quaternion
g, dang, sertad,, dand, masing-masing menyatakan bagian vektor quaternion
g, dang,, maka hasil kali quaterniog, dang, dapat dinyatakan sebagai

0, = il ~ 0y W5 +050, + 020, 0, %0 ¢
Ini memperlihatkan bahwa ketidakberlakuan sifat ktahf pada perkalian dua
quaternion berasal dari hasil kali silangy, dan G, . Hasil ini kemudian

memotivasi adanya teorema berikut.

Teorema 3.1.2

Untuk sebarang quaternion ¢,,q,JH, 00, =0,9, jika dan hanya jika
g,, dand,, kolinear.
Bukti:

Ambil sebarangy,, g, O H .
(=)
Misalkan g0, =0,9,, akan ditunjukkan bahwaj, dan §,, Kolinear.
Perhatikan bahwa
.9, =94,
= Ols =0y [ + 0505 + 020, * Qs X0, =00~ G oMb, +a A, +A Mt G .40, -
Berdasarkan Teorema 2.5.4, diperoleh bah@gald,, =q,, [d,. Akibatnya,

OhsOas — Oy [, + 00, +0,0, =020, -0 8, +q b,+d4 , sehingga haruslah

d,, %d,, =d, %d, . Diperoleh,

36



G, 0y, =G, ¥,

= G, %0, =—(0, xd,) (berdasarkan Teorema 2.7.2)

< Z(G[Lv x qu) =0

= G, %G, =0.
Berdasarkan Akibat 2.7.4, diperoleh bahvip dan §, kolinear. Karena
0,9, 0H sebarang, maka untuk setiap,q,JH denganqq,=0q,9, berlaku
g,, dand,, kolinear.
(0)

Misalkan ¢, dan @, Kkolinear, akan ditunjukkan bahwe,q, =0,9;,.
Karena ¢, dan ¢, kolinear, maka berdasarkan Akibat 2.7.4 diperdahwa
q,, X G, =0. Akibatnya,

4, = Gl — Gy [, + 0505 + 050,

= OosChs ~ o WOy, + 020, + 9.0, karenad, (8, = qs, [,
=0, -
Karenaq,,q,0H sebarang, maka untuk setigp g, lH dengand,, dan d,,

kolinear berlakug,g, =0,0,. ®

Adapun operasi pembagian patia didefinisikan secara terpisah melalui

definisi berikut.
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Definisi 3.1.3

Diberikan sebarang quaternion ¢,,q,00H. Jka q,Z0 membagi ¢
dinotasikan dengan q,g, ™, maka q,q, * didefinisikan dengan

_aa,+bb,+ce,+dd, b?-z"'dgz abcd,

Gl

a,’+b’+c,’+d,’ J+b,+c, +d )
_,_bldz'i'claz_6‘1(32_(:1pz-_,_sz"'d§1z_aqj 2_bq X
a22+b22+C22+d22 a22+b22+C22+d22
Contoh:

Jikag, =4+3 +5j -k danqg, =6-5 + 3j + 4, tentukanlahgq, *.
Penyelesaian:
Misalkang, =4+ 3 + 5] —k dang, =6-5 + 3j + 4. Diperoleh,

a_ 24-15+15 4 18 3 26 20. ¥ 302 5, - 25-6-16 9
= 5 + 5 i+ |+ K
C+(-9 +3+4 6+(-5+3+4 6E+(-p+ 3 & &(-)5+ 3 2

_ 20 15 ., 25 56,
36+ 25+ 0+ 16 36- 23 9 16 36 250 16 86 25+9 1

P Siig I St

86 86 86 43 86

20 15 Sq( 10 15 é 2&3
8

Definisi selanjutnya akan menjelaskan kemungkifein tentang hasil
bagi dari dua quaternion.
Definisi 3.1.4

Diberikan sebarang quaternion q,,9,0H . Jika g, #0 membagi q,,

maka hasil baginya adalah salah satu dari g,g,™ atau g, 'q,.
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Selain operasi seperti yang telah dijelaskan s, dt@mpunanH juga
mempunyai operasi yang lain yaitu operasi konjuBetikut ini adalah definisi
operasi konjuget padHd .

Definisi 3.1.5

Diberikan sebarang quaternion g=a+bi+cj+dkOH . Konjuget dari
quaternion q didefinisikan dengan g =a-bi —¢j — dk.

Selanjutnya, sifat-sifat operasi konjuget padladisajikan melalui teorema
berikut.

Teorema 3.1.6
Diberikan sebarang quaternion ¢,,q,00H. Operas konjuget pada

guaternion adalah:

1 ¢+0,=0,+0,;
2. rg, =rq, untuk setiap r O ;
3. G, =Gyl

Bukti:

Ambil- sebarang quaterniong,,q,0H dan rO0O, di mana

g, =a +bji+c,j+dk dang, =a,+bj+c,j+dxk. Diperoleh:

1. q+q,=(a,+a,)+(b+b,)i+(c,+c))j+(d +d )k
=(a +a,)=(b,+b,)i —(c,+c,) j—(d,+d )k
=a +a,-bj-bj-cj-c,j-dk-dk

=a ~hi-cj-dk+a,~bj-c,j-dk
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=a +hi+cj+dk+a,+bj+c,j+dk

=Gt 0,

2. rq =ra,+rbji+rcj+rdk=ra,~rbj-rcj-rdk

=r(a —hi-c,] —dlk)zr(al+bj+c1j +dj<):ral;

3. qg,=(a+bi+c,j+dk)(a,+bi+c,j+dKk)

:(aiaz_blbz_clcz_dfj2)"'(8-;32-"[)‘1al 2+Cg 2—dq )i +

(a1C2+Claz_b1d2+dp2) ] +(ap| 2+d ?-2+b9 2—CQ )k
:(a@z_blbz_cpz_dfj2)_('51p2+b§l 2+Cg 2_dq )i
_(31C2+C1a2_b1d2+dpz) J _(ag 2+d §2+b(f ;CQ )k

:(32 _bzi _Czj _dzk)(al_bi _Clj _dl()

:(az"'bzi +C,j +d2k)(al+bj+c1j +dl<) =q4;
Karenaq,,q, JH danr 0 sebarang, maka untuk setigng, JH danr 00

berlaku:

1. ¢+0,=0,+0,;
2. E:ral;
3. ¢0,=0,q,.

Selanjutnya, akan dibahas tentang modulus dan-ssifdnya pada

guaternion.
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Definisi 3.1.7

Modulus dari quaternion g=a+bi+cj+dkOH didefiniskan dengan

o =v/aa =Joa =&’ +b7 +c*+d?.

Adapun sifat-sifat modulus pada quaternion disajikpada teorema

berikut.
Teorema 3.1.8

Diberikan sebarang quaternion ¢,,d, 1 H , maka:

1. |rey| =]r||oy| untuk setiap r OO0 ;

2. |aa,| =a|ay -
Bukti:

Ambil sebarangy,,q, JH danr 00 . Diperoleh:

1.Jrg,| = J(ra,) (re;) =Jrara, = r*aa,={r*laf =|rl|al;
2. |ag,|=(a0)(ag;) =+ag a8.=alala=\aglal
=l (ol =|a|a-

Karenaq,,q,JH danr 00 sebarang, maka untuk setigpg, JH danr 00

berlaku:
1 |rayf =[r[|cy;

2. |o0,=|aa,. =
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Teorema 3.1.9
Fungsi yang didefinisikan dengan
d:HxH - [
(. 6) > [a, —a
merupakan suatu metrik pada H sehingga (H,d) adalah suatu ruang metrik.
Bukti:
Ambil sebarang quaterniom, q,,q,H . Perhatikan bahwa:

1. Jelas bahwa

d (omcb) = |Q1_Q2| :\/(al_a2)2 +(b1_b2)2 +(°1_C 2)2+(d ~d ;2 20.
2. Akan ditunjukkan bahwal (¢, q,) = 0 jika dan hanya jikay, = g, .
(=)
Misalkan d(q,0,)=0, akan ditunjukkan bahwag, =q,.
Perhatikan bahwa

d(,0,)=0=|g,-q;]=0

< \/(31‘32)2+(b1-b2)2+(cl—cz)2+(d1—d2)2:o
= (a,=a,)* +(b,=b,)* +(c,~¢,)*+(d,~d )*=0
- @ =a,b =b,c,=c,d,=d,

= =0,

Terbukti bahwa jikad (q;,9,) =0 makag, =g, .
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(@)

Misalkan bahwag, =q,, akan ditunjukkan bahwal (q,q,)=0.

Perhatikan bahwa

d(q,q,) =|a,—a,=[0+0 + 0j + K| = C.

Terbukti bahwa jikag, = g, makad(q;,q,) =0.

Berdasarkan penjelasan di atas, terbukti batu{g,d,)=0 jika dan

hanya jikag, =q,.

3. d(q.9,)=[d, -0, =[d,~a{=d(qa,0).
4. d(q,0,)=o,~a] =[d,~9,+a,~ 0]
<oy~ |05 =0 =d(a,95) +d(a5q,) .
Karena q,,0,,0,0H sebarang, maka sifat 1 sampai dengan 4 berlakuk unt
setiapgq,,q,,q,0H . Berdasarkan Definisi 2.8.1, diperoleh bahtvadalah suatu
metrik padaH sehingga(H,d) adalah suatu ruang metrik.

Modulus dari suatu quaterniom memainkan peranan penting dalam
pembahasan selanjutnya. Jikp dan g,, masing-masing menyatakan bagian
skalar quaterniory, dang, sertad,, dand,, masing-masing menyatakan bagian
vektor quaterniorg, dan g,, maka hasil bagi quaterniap oleh ¢, pada Definisi

3.1.3 dapat dinyatakan sebagai

-1 _ q15CI25+q1v mz\/_Qqu/"'CIzqy_qwquz
q1Q2 - — 12 '
|G + 0|
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Suatu quaternion dengan modulus satu disebut dereyaor. JikagOH

a

el

ditentukanq™ OH sedemikian sehinggaq™=q'q=1. Karenaqq=qq=|q|",

dan g# 0, maka versor darg didefinisikan dengat , =—:. Selanjutnya, akan

_a

maka g™ =—;
o

. Melalui hasil ini, operasi pembagian pada DefiBid.3 dapat

juga dituliskan dalam bentuquz‘lzﬁlli';. Selanjutnya, hasil yang telah
2

diperoleh sejauh ini memotivasi adanya teorem&beri
Teorema 3.1.10
Himpunan H dengan operas jumlah dan hasil kalinya merupakan suatu
division ring.
Bukti:
1. Akan ditunjukkan bahwaH dengan operasi jumlah yang didefinisikan

padanya membentuk suatu grup komutatif. Perhabkdmva:

a.  Untuk setiapg,,q,,0,0H berlaku(g, +d,) +9,=0,+(q,+0y);

b. Terdapat0o=0+ 0 + 0j + XOH sedemikian sehingga untuk setiqpl H
berlaku0O+g=q=q+0;

c. Untuk setiap qOH, terdapat-qOH sedemikian sehingga berlaku
q+(-a)=0=-g+q:

d. Untuk setiapg,,q, JH berlakug, +q,=q,+0q,.
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3.

Berdasarkan a sampai dengan d, diperoleh baHwdengan operasi jumlah

yang didefinisikan padanya membentuk suatu gruputati.

Akan ditunjukkan bahwaH —{0} dengan operasi kali yang didefinisikan

padanya membentuk suatu grup. Perhatikan bahwa:

a.

Untuk setiapg,, d,,d,0H —{ G berlaku(q,a,)d, =d,(a.05);

Terdapatl=1+0+ 0j + KOH -{ @ sedemikian sehingga untuk setiap

qOH {0} berlakullt=q=q1;

Untuk setiap qOH —{0}, terdapat g™ :%D H-{0} sedemikian
q

sehinggagq ™ =1=q7'q.

Berdasarkan a sampai dengan c, diperoleh batw@engan operasi kali yang

didefinisikan padanya membentuk suatu grup.

Akan ditunjukkan bahwaH memenuhi sifat distributif perkalian terhadap

penjumlahan. ~Ambil sebarangq, =g+, OH, di mana n=123.

Perhatikan bahwa

—

o (0, +9;) = (ae+ 0, ) [ (92 +05) +(as+ds) ]

= (b + 0y, )[ (0o * das) + (G2 + G ) |

—

:Ous(qzs"'qas)_qzy EQQw+q&)+Qs(Q2/+q9)+(q2+QQ)q\1+
ql.vx(q2v+q3v)
:Ousq23+q1sq$_(q1/mz/+qy [ﬁg)’fngg’fng@’fq Qq\d_-l-q ssq\/l

+q,, x0,, +0, xd, (berdasarkan Teorema 2.5.4 dan 2.7.2)
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= OhsOs + Ol ~ 0y [0, —0, [ +9,G,+90,+0 G+ fy
+0, X0y, + 0y, X0,
= OO ~ 0y [0 + 005t 020, 70 X0, 005~ 0
+0450a, + 0aly +0y Xy
= (Ohe + 0y ) (s + G) +(ds +Gy) (a5 +d5) =@ +qg dan
(0 +0,) 0 =[(dx+da) +(da +ds)](a: +d,)

w)](qlerql/)

o))

=[O + 0 ) + (T +

= (0 + s ) O =(0 + 0 ) 8y +(A2 +0:)Ae + e (Ao +00) +
(G, + G ) %,

= Opohs + GOl ~ (G (Bl + 05 By ) + 0,0, + Ao+ A0 o+ 0 A e
+0,, X0, + 0, % d, (berdasarkan Teorema 2.5.4 dan 2.7.2)

= OpsOhs + 0aOis ~ 0 [0, — 05 [0, ¥ 030,100, TA0,Ta0
+0, X Gy 05, X0y,

= OpeOhs —Oa [0y, + 020, + 050, +03 X0+ 040G g0,
+050,, + 0y + 05 %0,

= (s + 0 ) (0s + Gy )+ (05 + G5 ) (a5 +G,) =08+ 09 -

Karena q,0,,9,L0H sebarang, maka berdasarkan 3 diperoleh bakwa

memenuhi sifat distributif perkalian terhadap pemphan.
Berdasarkan 1 sampai dengan 3, diperoleh baHwdengan operasi jumlah dan

hasil kalinya merupakan sualivisionring. m
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3.2 Quaternion sebagai Pasangan Terurut dari Bilangan Kompleks
Diberikan [ ? sebagai suatu ruang vektor berdimensi dua atasdaih

kompleks. Pilih basig¢ dan j sedemikian sehingga suatu vek(ar+ bi,c+ di) di
2 dapat dituliskan sebagai kombinasi linear dariisas dan j, yaitu
(a+bi)+(c+di)j. Dengan menggunakan -hukum distributif dan perkalia
elemen basis pada Tabel 3.1, diperoleh
(a+hi)+(c+di)j=a+bi+cj+dk.
Kemudian, suatu vektor(a+bi,c+di) di 0° bersesuaian dengan
quaterniona+bi +¢j +dk . Jika setiap anggota dari® ditulis sebagai pasangan

terurut dan quaternion sebagaadruple, diperoleh hubungan

(a+bi,c+di) - (a,b,c,d).

3.3 Akar Kuadrat dari -1
Terdapat dua bilangan kompleks[di, yaitu i dan -i yang kuadratnya
sama dengarl. Jika hal tersebut dibicarakan Hi, maka terdapat tak berhingga

banyak akar kuadrat dari-1. Untuk melihat hal tersebut, diberikan

q=a+bi+cj+dk0H dengang” = -1. Ini berarti bahwa
q? = (a+bi+cj +dk)* =a*-b?—c2—d*+ 2abi + 2acj + 2adk = — 1.

Diperoleh, a®* -b*-c*-d?=-1, 2ab=0, 2ac=0, dan 2ad =0. Oleh karena

itu, haruslahbb=c=d =0 ataua=0.
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Kasus 1: Jikab=c=d =0, makaa®-b*-c*-d?=a’=-1. Hal ini jelas tidak
mungkin karenaa (] .
Kasus 2: Jikaa=0, makab®*+c*+d*=1.
Berdasarkan kasus 2, diperoleh bahwa kuadrat suatiernion adalak1
jilka dan hanya jika quaternion tersebut merupakaatus quaternion imajiner
murni satuan. Solusi quaternion untuk akar kuadaait -1 ini mencakup setiap

titik pada permukaan dagphere satuan diJ °.

3.4 Bentuk Kutub Quaternion

Secara khusus, bagian ini akan menjelaskan terdantuk kutub dari
suatu quaternion. Namun, seperti telah dijelaskadapbagian Pendahuluan
bahwa bentuk kutub yang dibicarakan pada bagiandipatasi hanya untuk
bentuk kutub klasik dari suatu quaternion.

Diberikan quaterniongdH denganq#0. Karenaq=q,+d,, makaq

dapat dituliskan  sebagaiq =g, +d, =|q %, G qv‘ , di mana n= S
ol |a,| [ q,

menyatakan vektor satuan dari bagian vektor quaterng. Karena

q.’ +|qv|2 = |q|2, makaﬁ dapat diinterpretasikan sebagai kosinus dari ssiadut
a, ) | . |
real danﬂ dapat diinterpretasikan sebagai sinus dengan gahgt sama. Jika

sudut yang dimaksud adal# maka
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q, 4| sO+n sing .
=84, 'q'[|q| o) |] al(cost+n sif) ®

Di sisi lain, bentuk deret untu&” adalah

n@ (n9)2+ +(n€)k

g -1+—+ + ..
! 2! k!

Karenan adalah quaternion imajiner murni satuan, makadsendkan penjelasan

sebelumnya diperoleh bahwd = -1. Akibatnya,

né@ (né’)z+ +(n€)k

v’ -1+—+ + ..
! 2! k!

11 21 31 4l
(0 (Net, ) e ng, | n(=De*
20 41 7 (k) ) n 3T (2k+1)!

3 1‘0—2+0—4— +(_1)k32k+.. +n g—€+...+—(_l)k92k+l+
2t 4 (2K)! 13 T (2!

I (_ )k oS ® (_1)k g%+t
P (2k)! ", (2k+1)1

k=0
=cosf+n sind .. (2

Berdasarkan (1) dan (2), diperoleh

=|q|(cosf +n'sirg) =|q|e™
Jika quaterniong dinyatakan dalam bentug = |q|(cosf+n sirg) =|q|e”, maka
guaterniong telah dinyatakan dalam bentuk kutub. Dalam haldasarnya sudut

@ dibatasi hanya pada interv[aﬂ,ﬂ]. Ini disebabkan karena modulus dari bagian
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vektor suatu quaternion selalu bernilai positif.sHani kemudian memotivasi
adanya teorema berikut.

Teorema 3.4.1 (Perluasan De Moivre untuk Quaternion)

Jika qOH dinyatakan dalam bentuk kutup=|g|(cosf +n sind), maka

g* =g (coské+n sirkd) untuk setiapk 0L
Bukti:

Misalkan qUH denganq=|q(cosg+n sind), akan ditunjukkan bahwa
q* =g (coské+ n sirkd) untuk setiapk 00 .

1. Akan ditunjukkan bahwag® =|q|k(cosk¢9+n sirkd) benar untuk setiap

kU . Dengan menggunakan induksi matematika, diperoleh:

a. Untuk k =1, makaq =|q|(cosf +n sird) adalah benar.
b. Misalkan g =|g|"(cosmé+n sinmg), akan ditunjukkan bahwa
qm™* :|q|m+1(cos(m+ )6+n si{m+ )49) Perhatikan bahwa
9™ =q"g =|q|" (cosmg+n sirmé)|q|( coF+n sif)
:|q|m+1(cosm9 co®+n® simg sif+n simd césrn h cmé)

=|q™" (cosmd cog~ sim@ sii+n( simd ces+ sth avé))

=|q™ (cos(mg+ ) + n si(me +6))

=|g™" (cos(m+ ) 8+n si(m+ }8).
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Berdasarkan prinsip induksi matematika, terbukti  hvioa

q* =|g* (coské+n sirkd) benar untuk setiag 001 .
2. Untuk k=0, makag® =|q’ (cos0+n sin( = : adalah benar.

3. Akan ditunjukkan bahwag* :|q|k(cosk6?+n sirkd) benar untuk setiap

kOO~ . Misalkank = -m, di manam[[] . Diperoleh,

¢ =a =(a)"=[ (d(coso+n sird)) * | =[|d*( cog+n sie)”]"

__ -1 cos@ +n sind m_ -1 . m
=/l lcosg+n sirﬂJ —[|q| (cos? nsm9)}

= :|q|_1 (cos(-6) +n sir(—H))]m.
Dengan menggunakan bukti pada bagian 1, diperoleh
q =™ =[|o* (cos(~6) + n sir(~6)) | =|o|"( cog-mE) +n sif-m?))
=|q[* (cosk@ + n sirkd) .
Terbukti bahwag* =|q| (coské + n sirkd) benar untuk setiag 0 7.
Berdasarkan 1 sampai dengan 3, terbukti batﬁ/vla|q|k (cosk@+n sirkd) benar

untuk setiapk ([] . m

Contoh:

Nyatakanlah q=3+4i+5j— X% dalam bentuk kutub, kemudian

tentukanlahg®.
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Penyelesaian:

Diketahuiq=3+4i + 5] — X, diperoleh

o] =V + 42+ 52+ 2 =0+ 16r 25 & 54

o Ja?+52+22 45 3/6 V6 6

G, _ 4i+5j-2k _4+5-X%X_ 4+ 5- R_ 4+ H- 2\/5 dan
Al V#rs+2 45 3/5 15

ol. Vg2 VB 35 V5 1g;
o JE+£+5+2 V54 3/6 V6 6

Selanjutnya, substitusikan nilai-nilai yang telahpedoleh ke persamaan

9, G o

— jsehingga
ol la| I

q=%+Q=M[
q:m(gm%ﬁ%@j

=3\/6(co{arc COE%I§J+WISQE\WC s(n—';x/_?ﬁ]

15

Diperoleh,

q5:(3\/6)5(co{ Brc COE%I§J+WISS(FI dbc Sﬁné\/i%

15

=8748\/_6( COE &rc c{%f}}%[ SSEn 5arc€%\/_j}s.
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3.5 Geometri Quaternion

Secara geometri, vektor di dalam ruang berdimestshldari tiga tidak
dapat digambarkan. Karena quaternion sama sepekiorv di [, maka
guaternion juga tidak dapat digambarkan secara ggbnvieskipun demikian,
bagian ini akan menjelaskan secara khusus mengenaietri perkalian dari dua
buah quaternion.

Diberikan quaterniorg = a+bi +¢j + dk (0 H . Didefinisikan

a=pucosfd, b= pusind cosp, c = usind sing cogy dand = ysiné sing siny ,

di manayu adalah modulus dari quaternign 6 adalahamplitude quaternionqg
dengan 0<éd<m, @ adalah sudut lintanglafitude) quaternion g dengan
0< @< m dany adalah sudut bujutdngitude) quaternionq denganO<y < 7.

Untuk lebih memahami penjelasan di atas, perhatiganbar berikut.

(b)

Gambar 3.1 (a) Koordinat Titik Secara Melintang paBahere
(b) Koordinat Titik Secara Membujur pafgshere
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Misalkan (b,c,d), (b',c'.d’) dan (b",c",d") adalah koordinat titik-titik
pada sumbuxyz di ruang tiga dimensi sert®, R' dan R" masing-masing
menyatakan titik di mana vektdni +¢j +dk, b'i+c'j+d'k danb"i+c" j+d"k
yang diperpanjang memotosghere satuan dengan pusat di titik asal. JkaR'
dan R" masing-masing adalah titik representasi dari qoete g, q', danq"
denganqq'=q", makaamplitude dari quaterniong dan ' masing-masing sama
dengan besar sudiR dan R' pada segitiga permukaadRR'R" yang diperoleh
dengan cara menggambar busur terpen&8k, R'R" dan RR". Ini berarti
bahwa DR=6 dan OR'=@"'. Adapun supleme@amplitude dari quaternionq"
didefinisikan sebagai besar sud®' pada segitiga permukaaRR'R" yang
besarnya sama dengan-6". Dengan kata lain[JR" = ;7—6". Selanjutnya jika
0=6'=6"=0, maka diperoleh persamaandR+0OR'+0R"=7 yang
merepresentasikan jumlah sudut pada segitiga enigid
Contoh:

Jikag=i, g'=]j, danq" =k, tentukanlah besamplitude quaternionq,
q', danq".

Penyelesaian:
Misalkanq=i, q'=j, danq" =k . Karena

g=pcosf+ yusind cog +u S sip casj+u  sth sn gk,

maka =1, 0:7—27 dan@=0. Selanjutnya, karena
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q'=pu'cosf * u'sird 'copi+u 'sil 'sip '‘cgsjtu '€dn 'gin ‘'gitk dan
q" =u"cos@"+ u"sin@"cosp 'l + p "sind "sinp "cogy |+ u "si® "sip "sigk,

Vi Vi Vid T /-
maka y'=1, 8'=—, ¢'=—, ¢'=0, yu"=1, 8"=—, ¢'=— dany"=—. Jika
U > @ > Y U > ) 2 7 2

R, R' dan R" masing-masing adalah titik representasi dari quaie q, q',
dan ", makaamplitude dari quaternionq, q', dan " masing-masing adalah

0:7—27, 6':7—2T dan #"=". Untuk lebih memahami masalah ini, perhatikan

gambar berikut.

Gambar 3.2 Geometri Perkaliam =k

3.6 Aplikas Quaternion pada Rotas 3D

Diberikan (a,b,c,d) sebagai koordinat suatu titik padigperspherical
a’+b*+c?+d?=1. Titikk (ab,c,d) merepresentasikan suatu rotasi di sekitar

sumbu yang diberi arah oleh vektar+cj + dk dengan suatu sudut
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a=2cos*a= 2sin*vb*+c?+d?.

. a L
Dengan kata laina = cos danb®+c?+d?=sin’*=.

Didefinisikan quaternion

q=a+bi+q+dk=a+ D FTAYK g

Jb*+c?+d?

a . a
:cos—+U® Sin—,
2 2

di manaU, adalah vektor satuan dari vektar+cj +dk . Jikav adalah sebarang
vektor padaR®, maka hasilkali quaternionvg™ akan menghasilkan vektar
yang dirotasikan oleh sudutr mengelilingi sumbuU, . Hasilkali quaternion
qvg™ disebut dengan konjugasi oleh Ini berarti bahwa perkalian quaternion

adalah komposisi dari rotasi. Sebagai contoh, jikadan q adalah quaternion

yang merepresentasikan rotasi, maka konjugasi gdgh dinyatakan dengan

-1

(pa)v(pg) = pavg'pt= p(q\7q'1) p ! yang mana sama seperti konjugasi oleh
g kemudian olehp .

Contoh:
Jika f merotasikan titik-titik di R® dengan sudut%n mengelilingi

sumbud =i + j +k, tentukanlah bayangan tit{{0,0,) oleh f .
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Penyelesaian:

Misalkan f merotasikan titik-titik diR® dengan sudué—n mengelilingi

sumbui =i+ j +k . Diperoleh,

S|n7—T——1+i+j+k
J3 3 2

JikaVv =xi +vyj +zk, maka
f (V) =aqvgq™ :(%j(xi +Vj +zk)(L2j_kJ.
:%(1+i +j+K)(xi+yj +2K)(1-i - j-K)
:%(4zi +4%) + 4yk) =7 + X + yK.

Diperoleh, f(k)=i. Jadi, bayangan titik(0,0,] oleh rotasi sejauhgrr

mengelilingi sumbui =i + j +k adalanh(1,0,0).
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