BAB I11

OPERATOR LINEAR TERBATAS PADA RUANG HILBERT

3.1 Operator linear

Operator merupakan salah satu materi yang akan dibahas dalam fungsi
real yaitu suatu fungsi dari ruang vektor ke ruang vektor. Ruang vektor yang
dibahas dalam tugas akhir ini adalah ruang metrik, ruang norm dan ruang hasil
kali dalam.

Selanjutnya, dalam bagian ini akan dibahas mengenai operator linear,
operator terbatas dan operator linear yang kontinu,operator Hilbert-adjoint, dan
operator self-adjoint pada ruang ruang hasil kali dalam yang lengkap (ruang
Hilbert).

3.1.1 Definisi (Operator Linear)
Sebuah pemetaan linear T disebut sebagai operator linear jika,
1) Domain (T} dari T merupakan subruang vektor dan range R(T)
berada di sebuah ruang vektor.
i) Untuk setiap x. » € D(T)dan skalar «
T{x+v)=Tx+Ty

(1)

T(ax) = aTx

D(T) sebagai notasi dari domain T
R(T) sebagai notasi dari range T

V(T sebagai notasi dari ruang null T
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Ruang null dari T didefinislkan sebagal himpunan dari semua
x € D(T) sedemikian sehingga Tx = 0 atau dengan kata lain ruang null
disebut sebagai kernel.

Misalkan (T} € X dan R(T) c ¥ dimana X dan ¥ merupakan ruang
vektor, keduanya anggota bilangan real atau bilangan kompleks. Operator T
merupakan operator dari (atau pemetaan dari) (T pada R(T), ditulis dalam

bentuk,
T:D(T)— R(T)
atau dari D (T) pada ¥,
T:D(T) =Y

JikaD(T) adalah ruang keseluruhan atau X secaralengkap (T(T) = X), maka
T: X—=V

Akibatnya, (1) ekuivalen dengan

2 T(ax = fy) = T(ax) +T(fx) = aT (x) = FT(v)

dengan memilih @ = @, makadari (1) mengakibatkan
Tlex)=T(0x)=T(0)=0danT(ax)=aT(x)=0T(x) =0

Jadi, T(0) =0

3.1.2 Contoh:

1. Operator identitas merupakan operator linear, sebab

Misalkan operator identitas .. : ¥ — ¥ didefinisikan oleh I.x = x untuk
setigp x £ X. Sehingga, dapat ditulis dengan sederhana I untuk I.; akibatnya

Misalkan sebarang x, v € X maka,
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Ix+y) =x+y=1Lox+ Ly
Iax)=ax = al.x
2. Operator nol merupakan operator linear sebab,
Misalkan operator nol 0 : X — ¥ didefinisikan oleh 0x = 0 untuk setiap
x € X. Akibatnya,
Misalkan sebarang =, v £ X maka,
Q(x+v)=0=0x+0y
O(ax)=0=alx = a0
3.1.3 Teorema (Range dan Ruang Null)
Misalkan T operator linear maka
a) Range ® (T} adalah suatu subruang vektor
b) JkadmD(T) =n < x, makadmR(T) = n
¢) Ruang null 2/*(T '} adalah suatu subruang vektor
Bukti:
a) Misakan diberikan sembarang vy, v, € ®(T) dan berdasarkan definisi
ay, + v, € R(T)untuk sembarang skalar «, /5.
Karena, »y.v, € R(T), meka vy =Tx;, v, =Tx, untuk suatu
x,,%x, € D(T). Karena D(T) merupakan subruang vektor , akibatnya
kelinearan T

T(ax; + fxy) = T(ax,)+ T(Fxy) = aT (x) + T (x;) = ay, + 5y,



Karenaitu, oy, = v, € R(T). Karena, v,,v, € R(T) yang sembarang dan

jugauntuk sembarang skalar «, £ akibatnya ®(T") adalah subruang vektor.

b) Misalkan dipilih » + 1 elemen »y,...,¥,+; € R(T) dari sembarang ruang

vektor dan misakan v, =Tx,, .. , v,.; =Tx,_.; untuk suatu
Xy e, Xpaq ED(T).

Karena dim D(T)=n, himpunan {xy ..., x,.,} harus merupakan
bergantung linear.

Akibatnya,
Ay o Oy Xy =0

Untuk suatu skalar ey, ... , @, .4 yYang tidak semuanya nol. Karena T linear
danTO = 0.

Akibatnya,

T(CHJH ot ﬂ?’!—'lx.v!—‘l) = Txy + v, Tx,

Hal ini menunjukan bahwa, (v, ..,v,.;) merupakan himpunan yang
bergantung linear karena « tidak semuanya sama dengan nol. Berdasarkan
asumsi bahwa R(T') dipilih dari sembarang ruang vektor, sehingga diperoleh
bahwa R(T) subset tidak bebas linear dari n + 1 atau dari sembarang

elemen. Berdasarkan definisi dimensi hingga dan takhingga ruang vektor

mengakibatkan bahwa R(T') < n.

31



c) Misakan diberikan sembarang x,,x, € N (T), diperoleh Tx, =Tx, = 0.
Karena T linear, untuk sembaran skalar « f  berlaku
T(ax,+ fx,) =aTx,+ fTx,=0
Hal ini menunjukan bahwa axy + fx, € N(T).

Akibatnya, (T adalah subruang vektor.

Selanjutnya dengan mengingat kembali invers dari operator linear.
Terlebih dahulu harus diketahui bahwa pemetaan T : ©(T) — ¥ merupakan
pemetaan yang injektif atau satu-satu jika titik-titik yang berbeda pada domain
memilki pemetaan yang berbeda. Oleh karena itu, untuk subruang
xy,%, € D(T)dan,

4 X, #x, = Tx, # Tx,
hal ini sama dengan,
(4*) Txqy =Tixa = Xq = Xr
KarenaT,_, maka T ~* ada,
(5) r™: R(T) - D(T)

vy — xy, dengan v, = Tx

6] [t]

Perhatikan gambar pemetaan T~ sebagai invers dari T.

T—'.l
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Gambar 6. Hubungan pemetaan invers
dari (5) diatas jelas bahwa,
T™'Tx = x, untuk setiap x € D(T)
TT 'y = v, untuk setiap v € (T

Invers dari operator linear disgjikan pada teorema berikut.

3.1.4 Teorema (Operator Invers)
Misalkan X, ¥ merupakan ruang vektor keduanya real atau kompleks. Misalkan
juga T: ©(T)—=Y¥ merupakan operator yang linear dengan domain
D(T) < Xdanrange H(T) < ¥, maka,
a) InversT 1 : H(T) — (T adajika dan hanya jika
(Tx=0 = x=0)
b) Jika T ! ada maka T ~* adalah operator linear.
c) Jkadim ©(T)=n = wwdan T~ adamaka dim R(T) = dimD(T)
Bukti:
a) (=) diketahui (Tx =0 = x=0)akanditunjukan T7*': R(T) = D(T)
ada
Misdkan Tx =0 karena T operator linear mengakibatkan bahwa
x = 0. Misalkan jugaTx; = Tx,.

Karena T operator linear maka,
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T(xy—x,)=Tx;—Tx,=0 (karenaTx, = Tx,)
Karena TO =0 maka, x, —x, =0 atau x, = x,. Oleh karena itu,
berdasarkan (4*) maka T~* ada.
(=) diketahui T7': R(T) = D(T) ada  akan  ditunjukan
(Tx=0 = x=0)
Misalkan x, = 0 € ©(T) dan T ada berdasarkan (4*), Tx, = Tx,
yang mengakibatkan x; = x, = 0.
Sehingga berdasarkan (3) diperoleh,
Tx,=T0=0=x,=0
b) Misalkan T operator linear dan T~* ada. Akan ditunjukan bahwa T~ linear.
Domain dari T~* adalah range (T sedemikian sehingga H (T} merupakan
subruang vektor berdasarkan teorema (3.1.3).
Misalkan juga, diberikan sembarang x,.x, € ©(T) dan pemetaannya,

vy =Txydan v, = Tx,
Diperoleh,
%y = Ty, dan x, = Ty,

Karena T operator yang linear maka untuk sembarang skalar «,f
mengakibatkan,
ay, + By, = aTx, + BTx,
= T(ax, + fx,)
Karena, x; = T~'y; untuk j = 1,2, hal ini mengakibatkan,

T1 E“.‘ﬁ T 1'9."'::' = axy + fx,
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=aTl _1.‘*'1. + fT _1.‘*':
=T (ay,) + T (By;)

Akibatnya diperoleh bahwa T ~! merupakan operator yang linear.

C) dm®D(T)=n=cc dan T ' ada sehingga dengan menggunakan

pembuktian  seperti pada teorema 3.1.3 (b) diatas diperoleh
dim R(T) = dimD(T).
Dipilih n +1 elemen vy, ...¥,.; € R(T) dari sembarang ruang vektor
sehingga v, = Txy, ..., V,,oy = Tx, ., untuk suatu x,,...,x, ., €D(T].
Karenadim D(T) = =, himpunan {x,, ..., x,..,} harus bergantung linear.
Akibatnya,

g%y =T g Xy = O
untuk suatu skalar «,, ... , @, ., yangtidak semuanyanol.
Karena T linear dan T(0) = 0,

T(CHJH T ﬂ?’!—'lx.v!—‘l) = Txy T v, Tagy

Hal ini menunjukan bahwa, (v, ..,¥v,.;) merupakan himpunan yang
bergantung linear karena «; tidak semuanya sama dengan nol. Berdasarkan
asumsi bahwa R(T') dipilih dari sembarang ruang vektor, sehingga diperoleh
bahwa R(T) subset tidak bebas linear dari n + 1 atau dari sembarang

elemen. Berdasarkan definisi mengakibatkan bahwa dim® (T) < »n. Hal ini



menunjukan bahwa, dimR(T)=n =dimD(T) atau dengan kata lain

dim R(T) maksmumnya adalah » yang sama dengan dim D(T).
3.1.5Lemma (Inversdari Perkalian)
Misalkan T: ¥ = ¥ dan 5 : ¥ = Z merupakan operator linear yang bijektif,
dmana X, ¥,Z merupakan ruang - vektor, maka invers perkalian
(ST)™': Z — X dari ST adadan

(sTyt=T1771571

Bukti:
Misalkan 5.T merupakan operator linear yang bijektif dan ST : X — Z
merupakan operator linear yang bijektif sedemikian sehingga (5T)~* ada.
Akibatnya, ST(5T)~! = I, dimana I, merupakan operator identitas pada Z.
Berdasarkan asumsi, §. T operator yang linear sedemikian sehingga 7%, 57+

ada. Oleh karenaitu, 55 = I, (operator identitas pada ), sehingga diperoleh

bahwa,
(6) STIST(ST) *=5"11I;
7) STIST(ST)  =T(sT)'=5"1

5T

([ L@L(@
~_

(sT)™"
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Gambar 7. Operator Linear Bijektif

Juga karena T™*T = I, (operator identitas pada X)), sehingga berdasarkan (7)

maka diperoleh,
(8) TIT(ST)y =T YT(sT) " H)y=T"15"1
9 T IT(STH1=(5T) !

Jadi berdasarkan (8) dan (9) diperoleh,

(sT)y"t=T7"15"1

3.2 Operator Terbatas dan Operator Linear yang Kontinu

3.2.1 Definisi (Operator Linear Terbatas)

Misalkan X,V ruang norm dan T: ©(T) — ¥ merupakan operator linear,
dimana ©(T) < X. Operator T terbatas jika terdapat suatu ¢ = 0 sedemikian
sehingga

(1) Tl = ellx|l, untuk setiap x € D(T)

dimanaTx € V.

Perhatikan (1) dimana dalam bentuk pembagiannya diperoleh bahwa,
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Hal ini menunjukan bahwa, ¢ harus merupakan supremum dari T—“ dengan

mengambil domainnya adalah ©(T) — {0}. Katakanlah « = ||T|l sedemikian

sehingga,

(2:' |l = SUP ——-

7|l dikatakan sebagai norm dari operator T. Jika domain T(T) = {0}, maka
kita dapat mendefinisikan ||T|| = 0 sedemikian sehingga T = @, karena T0 = 0
(3.1.4).

Karena c = |IT|l maka diperoleh,

3 Tl < (Tl x|

3.2.2 Lemma (Norm)

Misalkan T operator linear terbatas, maka

a) Norm T adalah

7|l = sup | Tx|

x=1

b) Norm T yang didefinisikan pada (2) jikal x|l = 0 dan |/« = 0 sehingga

x=0dan|lx = v|l = |l=] +|lv] maka,
sup |laTx|| = |a| sup ||Tx|
x|=1 xl=1

sup [[(T, + T,)x|l < sup || Tyx|l + sup [ T,x|
xll=1 xll=1 xll=1
Bukti:
a) Misalkan T operator linear yang terbatas dan [|x|| = a, v = (1/a)x dimana

x =0, maka vl =[xl /a=1.
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Karena T operator linear maka,

‘= sup ||Tv]
veTITH

AAAAA J Ea=NAL relh

=0 xz0 =1
Karena x, v € ©(T) maka persamaan diatas menjadi,

Tl = sup _| Tx|

xl=1
b) Misakan |lx| = 0, 0|l = @¢dan [IT] = @ akan ditunjukan Tx = 0 untuk setiap
x € D(T). Jadi T = 0.
Selanjutnya,

sup |leTx|| = sup laz| 17|l = || sup |7

Fll=1 =I=1 %=1
untuk setiap x £ D(T).
Selanjutnya akan ditunjukan bahwa,

sup [[(Ty = T.)x|l = sup ||Tyx+ Toxll = sup [[Tyxll = sup || Tsx|

2|=1 =1 /=1 /=1
untuk setiap x £ D(T).

3.2.3 Teorema (Dimensi Hingga)

Jika suatu ruang norm X berdimensi berhingga, maka setiap operator linear pada

X terbatas.

Bukti:

Misakan dimens X atau dim X = n dan e, ..., e, merupakan basis untuk X.
Misalkan juga diberikan sembarang x = ¥ &,e, dan anggap T sembarang

operator linear pada .
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Karena T linear maka,

ITx|l = HZL,TE'” < Z

dimanaj =1, .., 7n.

TE',-| < max| Tek| Z
4 =

i i
5 7 5 7

Akibatnya berdasarkan Definisi (2.1.10) dengan «; = ¢, dan x; = e,, jumiah

terakhir dari ketaksamaan diatas menjadi,

1 ) 1
Yo=Y ] 31+
[ [

Sehingga,

=
5 7

4) [[Tx]l = | x|l dimanay = %mlax| Te,|
(.4

Berdasarkan (4) dan (1) maka diperoleh bahwa T terbatas.
3.2.4 Teorema (Kekontinuan dan K eter batasan)
Misalkan T : ©(T) — ¥ merupakan operator yang linear, dimana T (T) = X dan
X, ¥ keduanya ruang norm, maka
a) T kontinu jika dan hanya jika T terbatas

b) Jika T" kontinu pada suatu titik tunggal maka T" kontinu

Bukti:

a) (=) diketahui T kontinu akan ditunjukan T terbatas
Misalkan T kontinu pada sembarang titik, katakanlan x, = D(T).
Misalkan juga diberikan sembarang = = 0 terdapat § = 0 sedemikian

sehingga,
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(55 Untuk setigp x € D(T) mengakibatkan [[x—x,|l=d sedemikian
sehingga |ITx — Tyl = =.

Sekarang ambil sembarang v = 0 di ©(T), akibatnya

&
x = ,1,:——1. makax —x; = — v

Karena T linear maka berdasarkan (5) mengakibatkan,

|n—n|_|r(i—l,:)|—”r H—ﬁlrul
W

ITyll = El ¥l
Mi%lkan% = ¢, maka
Tyl = ellv
Jadi T terbatas.
(=) diketahui T terbatas akan ditunjukan T kontinu.
Misakan T terbatas dan anggap sembarang x, £ ©(T ) sehingga akan
ditunjukan bahwa T kontinu di x;. Misalkan juga diberikan sembarang
¢ = 0 makaterdapat § = 0 sedemikian sehingga,

|lx —2,ll = & dimana s = —

Karena T linear maka untuk setiap x € ©(T) mengakibatkan,
|T:L_T:L|—|T(l_}_|:)|MITlll'_lclﬁ-LlTlU—lTllTl £

Karena x; € ©(T) sembarang maka T’ kontinu.

3.2.5 Akibat (Kekontinuan, Ruang Null)

Misalkan T" operator linear terbatas maka

a) Jikax, = x,dmanax,, x ED(T)makaTx, — Tx
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b) Ruang null v (T) tertutup
Bukti:
a) Misakan x,, = x, dimanax,, x € ©(T), akan ditunjukan bahwa T x, — T'x

ITx, — Txll = IT(x, =)l < ITlx, — x|l = @

Hal ini dikarenakan x, — x sedemikian sehinggallx,, — x|l — 0.
Akibatnya, ||Tx, — Tx|l = 0.
Jadli, Tx, — Tx.

b) Akan ditunjukan bahwa ruang null (T} tertutup
Berdasarkan teorema closure dan himpunan tutup, maka untuk setiap
x € N (T) sembarang, terdapat barisan (x,) di 2(T) sedemikian sehingga
x, = x dan dari bagian (a) mengakibatkan Tx,k — Tx. Misakan Tx, =0
maka Tx = 0. Karena berdasarkan definis dari ruang null »7°(T) dimana
himpunan dari semua x £ ©(T ) mengakibatkan Tx = 0, sehingga x £ V' (T').
Karena x £ (T ) sembarang, maka v ( T') tutup.

3.2.6 Definisi (Dua Operator yang Sama)

Dua operator T; dan T didefinisikan sama maka ditulis,

T, =T,
jika T,, T, keduanya memiliki domain yang sama ©(T,) = D(T,) dan jika
T,x = T,x, untuk setiap = € ©(T,) = D(T,).

Pembatas dari suatu operator T : ©(T) — Y ke suatu subset & = D(T)

dan dinotasikan ol eh,
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T|g
dan operator pembatas ini didefinisikan oleh,
T|g:B—=YdanT|zx =Tx untuk setigp x € B
Serta suatu operator perluasan dari T ke suatu himpunan M = D(T)
didefinisikan oleh,
T+ M — v sedemikian sehingga 7| 7y = T

sehingga, Tx = Tx untuk setiap x € ©(T) (karena T merupakan T ke domain
D(T)):
3.2.7 Teorema (Perluasan Linear Terbatas)
Misalkan T : ©(T) — ¥ merupakan operator linear terbatas, dimana ©(T) c X
dan ¥ adalah ruang Banach, maka T memiliki perluasan,

T:D(T) =V
dimana T operator linear terbatas dari,

|l = ]
Bukti:
Misalkan diberikan sembarang x = =(T), sehingga berdasarkan teorema closure
dan himpunan tutup mengakibatkan, terdapat barisan (x,} di ©(T) sedemikian
sehingga x, = x.
Karena T linear dan terbatas maka,

ITx, — Tx, Il = IT(x, —x )l < ITIx, — x|

Akibatnya, (T, ) merupakan barisan Cauchy sebab (x,, ) barisan yang konvergen.
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Berdasarkan asumsi ¥ adalah ruang Banach hal ini mengakibatkan ¥ lengkap
sedemikian sehingga (Tx,, ) konvergen, katakanlah (Tx,) —= v € V.
Selanjutnyadidefinisikan 7 oleh,

Tx=y
Karena berdasarkan definisi bahwa setiap barisan akan konvergen ke limit yang
sama, katakan jika x, = x dan z, = x maka v,, = x, dimana (v, ) adaah
barisan dari,

(X421 %2:Z00 )
Karena (Tv,,) konvergen maka dua subbarisan (Tx,) dan (Tz,) dari (Tv,,)
harus memiliki limit yang sama. Hal ini menunjukan bahwa, T didefinisikan unik
padasetiap x £ ©(T).
Jelas, T linear sebab
T(x, —z,) =0 = T(x,)— T(=,)

—y—y=0

dan Tx = Tx untuk setigp x« = T(T) sebab, x, — » sedemikian sehingga
(Tx,) = Txdanberdasarkan asumsi (Tx, ) = v, akibatnya
(Tx, )= v=Tx="Tx
Jadi, T merupakan perluasan dari T.

3.2.8 Definisi (Sesquilinear form)

Misalkan # : ¥ X ¥ — K, disebut bentuk sesquilinear yang linear atau fungsi

sesquilinear yang linear dimana subruang ¥ = E = C.
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Jika untuk setiap x,x,,x, € X dan untuk setiap v, v,,v, € ¥ serta untuk setiap
skalar a, f maka,

a) h(x,=x,,v)=hlxy,v)+h(x,v)

b) hlxyy + ;) = h(xy) + R0

c) hlax,v) =ah{x,v)

d) h(x By) =F(x )

€) hix,v)={Tx v dimanaT : H, = H, operator linear terbatas
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3.3 Operator Hilbert-Adjoint

3.3.1 Definisi (Operator Hilbert-adjoint T~)
Misalkan T : H, = H, merupakan operator linear yang terbatas, dimana H,
dan H, keduanya merupakan ruang Hhilbert, maka operator adjoint T* dari T
adalah suatu operator Hilbert-adjoint,
T*: H, = H,
sedemikian sehingga untuk setiap x £ H, dan untuk setiap v £ H,
(1) {Tx, vy ={x, T v}
Y ang perlu diperhatikan bahwa jika diberikan T sedemikian sehingga T'* ada.

3.3.2 Teorema (Existens)

Misalkan operator Hilbert-adjoint T* dari T, dimana T": H, — H, ada maka
T " unik dan merupakan operator linear yang terbatas dengan norm

(2) Tl = [IT|

Bukti:

Misalkan T * ada, diperoleh
(Tx, vy ={T>y)

misalkan juga bahwa, h{v,x] = {v,Tx} merupakan bentuk sesquilinear pada
H, x H, karena hasil kali dalamnya merupakan sesquilinear (Definisi (3.2.8)
dan T merupakan operator yang linear.

Untuk sembarang skalar «, 5 maka diperoleh,

h(v, ax, +8x,) = (v.T(ax, = Fx,)}
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={y,aTx,; +fTx,}
= a@ly, Txy) + By, T, )
= ah(y,x)+ Bh(y, x;)
h terbatas, hal ini diperoleh dari ketaksamaan schwarz
|h(v. )l = Wy, Tl < lw[HITxll < (TNl
(3) = |hll= T
Berdasarkan definisi, T merupakan operator linear yang terbatas, sehingga
untuk kasus T = 0 maka diperoleh,

[{Tx, ufﬁl [{Tzx, Txh| [| 7|
(4) Ikl = sup ——r = Z sUp———— = sup——— = |7
:El x|y ] --_I:C|l||Tl| z=0 |lx]

Akibatnya diperoleh bahwa [ k|| = [ T]I.
Sehingga berdasarkan (3) dan (4) diperoleh bahwa
(4) Ikl =TI
berdasarkan Teorema (2.3.4) representasi Riesz dengan menggantikan 5§ =T~
mengakibatkan,
(5) h(v, x) = {T"y, x}
juga berdasarkan representasi Riesz menyatakan bahwa,
(6) ISI'="lITz[F= IRl
Akibatnya berdasarkan (5) dan (7) diperoleh,
Tl = Il = IITI
Jadi teorema terbukti.

3.3.3Lemma (Operator Nol)



Misalkan X dan ¥ merupakan ruang hasil kali dalam dan ¢ : X =YV
merupakan operator linear yang terbatas, maka:
a) @ = 0 jika dan hanya jika (Qx, v} = 0 untuk setiap x € X dan untuk
setiaqpv EY
b) Jika @ : ¥ —= X, dimana X merupakan ruang kompleks dan {@x,x} = 0
untuk setiap x € ¥ maka @ =0
Bukti:
d) (=) diketahui ¢ = 0 akan ditunjukan {Qx, v} = 0 untuk setigp x £ ¥ dan
untuk setiap v £ Y.
Misalkan @ = 0 ha ini menyatakan bahwa ¢'x = 0 untuk setiap x £ X dan
mengakibatkan,
(Qx, ¥} = {0, ¥k = 0{x,v) =0
(=) diketahui {Qx, v} = 0 untuk setiap x € X dan untuk setiap v € ¥ akan
ditunjukan ¢ = 0.
Misalkan {(Q=x, v} = 0 untuk setigp = € ¥ dan untuk setiap v £ ¥, ini berarti
bahwa @x = 0, untuk setiap x £ X.
Misalkan juga, {(Qx, v} ={Qx,. v} dengan Qx, = Qx,, x,, %, EX
akibatnya:

{':?:‘-.1 - ':?:‘-'2.!_1"} = {':?:‘-'11_1"} - {':?:‘-'21_1"} =0
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untuk v = Q@x, — Qx,, sedemikian sehingga |v|* = IlQx; — Qx,[I* = 0.
Karena @x, = Qx,, ha ini mengakibatkan {Qx,,v} = 0 dengan v = Qx,,
sehingga || @, 11 = 0.
Jadi, Qx, = 0 sedemikian sehingga @ = 0.
b) Misalkan{Qx,x} = 0 dan {Qv, v} =0dengan v = ax+ v £ X
Akibatnya,
0={Qv=ax—+v,v=ax+ v}
(1) = leel*(Qx, x) + (Qy, ¥} + alQx, ¥} + &(Qy, x)

Berdasarkan asumsi maka persamaan (1) dan untuk « = 1, maka diperoleh,

2 (Qx, v+ (Qv.x} =0

Sedangkan untuk untuk «¢ =i dan untuk ¢ = —i mengakibatkan persamaan
(1) menjadi,

(3) (@x, v — (Qv.x}= 0

Berdasarkan (2) dan (3) dengan menjumlahkannya maka diperoleh,
20xvy =0 = {Qx,vi=20
Berdasarkan pembuktian {«) mengakibatkan ¢ = 0.

3.3.4 Teorema (Kelengkapan dari Operator Hilbert-adjoint)

Misalkan H,,H, merupakan ruang Hilbert, dimana 5: H, = H, dan
T : H, = H, dimana keduanya merupakan operator linear yang terbatas dan
untuk sembarang skalar cr, maka

a) (T v,x) ={vTx), (x EH,, v EH,)
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b) (S+T) =5 +T"

C) (aT) = ar-
d(T)'=T
e IT*T| =|TT*|l = lITI?

fyT'T=0 < T=0
g) (ST) = T"5", dengan mengasumsikan bahwa H-. = H,
Bukti:
a) Misakan T: H; — H, dan T": H, — H, merupakan operator yang linear
maka berdasarkan definisi (3.3.1) operator Hilbert-adjoint diperoleh:
(Tx,v) =4x, T v}
untuk setiap x £ H, dan untuk setiap v € H,
Juga berdasarkan Definisi (2.2.2) berlaku
D (x, 3y = (y,x}

akan ditunjukan (T " v,x} = (v, Tx}

(T*wxh=dx, T*vy= {Tx, v} =43 Tx)
b) Misalkan untuk setiap v € ©(T "), T(S" ) sedemikian sehingga,
(S+T)0)=(Ew+Ty)
=5 =T
c) Sebelum membuktikannya, bagian (c) diatas mempunya bentuk yang sama
dengan T*(ax) = aT "x.
Juga berdasarkan Definisi (2.2.2) berlaku

{x,ay) = aix, v}
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Akibatnya,

((aT)v,x) = (v, (aT)x)
={v,a(Tx)}
= aly, Tx)
= Z{T*y, x}
= (&T"y, x)

Jadi, (aT)" = ar"

d) Dengan menggunakan definisi (3.3.1) operator Hilbert-adjoint T dan dari
() maka
(T )% vy ={x,Ty) = {Tx, v}
= {(T*)x, 3= (Tx, v}
Hal ini berarti bahwa,
(T*Yax=Tx = (T =T
€) Misalkan untuk setiap x dan v dan supremum |/ x|l = 1 diatas maka dengan
menggunakan ketaksamaan Schwarz diperoleh,
ITx|I* ={Tx, Tx} = {T"Txx) = T Tx| || =]l = T TIl =7
Sehingga berdasarkan asums maka diperoleh,

712 < fT*T|
Selanjutnnya,
Nr=Tll < NT=INT = ITNITI = ITI?

Akibatnya, [|T*T| = | T|*

Dengan menggantikan, T dengan T* maka diperoleh,
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IT=T=ll=IT"II* = lITII?
DimanaT™ = T berdasarkan (d). Akibatnya diperoleh,
IT*TIl = ITT*l = ITII*
f) Berdasarkan (6e) maka (6f) terbukti.
g) Misalkan 5, T operator yang linear. Akibatnya berdasarkan (1) diperoleh,
{2, (ST) v} = {§Tx, v}
={(Tx, 5"v}

={x,T"57y)

e (ST)"=T"S"

3.4 Self-adjoint, Unitary dan Operator Nor mal
3.4.1 Definis (Self-adjoint, Unitary, dan Operator Nor mal)

Suatu operator linear terbatas T : H — H pada ruang Hilbert 5 merupakan

suatu
Salf-adjoint atau hermitian jika T*=T
Unitary jika T bijektif dan TH= T
Normal jika TT"=T'T

Operator adjoint T* dari T yang telah didefinisikan sebelumnya menyatakan
bahwa,
(Tx, v} ={x, Ty}

Jika T self-adjoint maka rumus diatas akan menjadi,
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(1) (Tx,v) = (x, Ty}

Jika T sdf-adjoint atau unitary maka T adalah operator normal. Tetapi tidak
sebaliknya sebab, jika T operator norma belum tentu T self-adjoint atau
unitary.

3.4.2 Teorema (Self-Adjoint)

Misalkan T : H = H merupakan operator yang linear pada ruang Hilbert H,
maka,
a) Jika T self-adjoint, maka {Tx, x} elemen bilangan real untuk setiap x € H
b) Jika H merupakan ruang yang kompleks dan ¢{Tx,x} elemen bilangan
real maka operator T self-adjoint.

Bukti:
a) Jika T self adjoint maka berdasarkan definisi diperoleh,
(Tx, vh = {x, Ty}
untuk setiap x £ H.
Perhatikan persamaan bagian kanan,
{(Ta,x) =Ax,Tx})=ATx x}
Jadi diperoleh bahwa {Tx, x} = (Tx,x). Akibatnya, (T'x,x} elemen bilangan
real.

b) Jika {Tx,x} elemen bilangan real untuk setiap x £ H maka

(Tx,x)={(Tx,x)={x,T'x}={(T"x,x)
Karena,

0= {Tx,x} —{T'x,x)={(T—T")x,x}



danT — T~ = 0, sebab H kompleks.
Jadi, T operator yang self-adjoint.
3.4.3 Teorema (Perkalian dari Self-Adjoint)
Perkalian dari dua operator linear self-adjoint yang terbatas 5 dan T pada
ruang Hilbert # adalah self adjoint jika dan hanya jika merupakan operator
komutatif dan
(2) ST=TS
Bukti:
(=) diketahui ST = T'S akan ditunjukan § dan T operator yang self-adjoint
Sehingga berdasarkan Teorema (3.2.4(g)) diperoleh,
(ST) = T'5*=ST =TS
(=] jika § dan T operator yang self-adjoint maka ST = T'S
Berdasarkan Teorema (3.2.4(g)) diperoleh,
(ST =TS
Misalkan =, T dua operator linear self-adjoint yang terbatas, diperoleh,
T =Tdans =58
Akibatnya,
ST =(ST) " danTS =T"S" = (ST)*
Jadi diperoleh ST = T'S.

3.4.4 Teorema (Barisan dari Operator Self-adjoint)
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Misalkan (T,) merupakan barisan dari operator linear self-adjoint yang
terbatas, dimana T,, : H — H pada suatu ruang Hilbert H. Didefinisikan (T,
konvergen, katakanlah (T, ) konvergen ke T dan ditulis,

T, — T sedemikian sehingga |IT,, — T|l = ©
dimana ekspresi pada |I-|/ merupakan norm pada ruang banach B(H, H), maka
limit operator T merupakan operator linear self-adjoint yang terbatas pada #.
Bukti:

Misalkan ||T = T*|| = 0 dan (T, ) barisan dari operator linear self-adjoint yang
terbatas dan barisan (T, ] konvergen ke T sedemikian sehingga,
IT,—TIl—0
akan ditunjukan bahwa, T* = T.
Dengan menggunakan Teorema (3.2.4) diperoleh,
1T, =T =T, =7)°|l = [IT,, — T
Sehingga berdasarkan Lemma (2.3.1) diperoleh,
fIr—1|=T-T7,+T7T, —-T, "+ T, =T
=lr=rl+ T, =T, Il +IT, =T"|
=|T-T -0+ (T, —TI
=27, —Tll = 0, (n—co)

Karena, |IT —T~|| = 0 akibatnya, T* =T.
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