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BAB 3 

RING ABELIAN 

Sistem matematika yang terdiri dari satu himpunan takkosong dengan 

dua operasi biner yang memenuhi beberapa syarat tertentu dinamakan ring. 

Dalam ring terdapat perluasan pembahasan yaitu mengenai ring abelian. 

Secara eksplisit ring abelian didefinisikan sebagai berikut: 

Definisi 3.1 (N Agayev et al., 2010:466) 

Suatu ring R disebut abelian jika semua elemen idempoten di R adalah 

central, yaitu berlaku 𝑎𝑒 = 𝑒𝑎 untuk setiap 𝑎 ∈ 𝑅 dan idempoten 𝑒 ∈ 𝑅. 

Contoh  

1. Himpunan bilangan bulat 𝑍 adalah ring abelian, karena semua 

idempoten di 𝑍 yaitu 0 dan 1 berlaku 𝑎𝑒 = 𝑒𝑎, ∀𝑎 ∈ 𝑍. Ambil 

sembarang 𝑥 ∈ 𝑍 perhatikan bahwa, 

untuk 𝑒 = 0 

𝑥0 = 0 = 0𝑥 

untuk 𝑒 = 1 

𝑥1 = 𝑥 = 1𝑥 

2. Himpunan matrik atas ℝ yang berukuran 2 × 2 atau biasa dinotasikan 

𝑀2 ℝ =   
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

 | �_, 𝑏. 𝑐. 𝑑 ∈ ℝ  adalah bukan ring abelian.  
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Misalkan 𝑀2(ℝ) adalah suatu ring, ambil 𝑒 =  
0 1
0 1

 ∈ 𝑀2(ℝ) karena 

𝑒2 =  
0 1
0 1

  
0 1
0 1

 =  
0 1
0 1

 = 𝑒 ∈ 𝑀2 ℝ , artinya 𝑒 suatu idempoten 

di 𝑀2(ℝ). Ambil sembarang 𝑎 =  
1 1
0 1

 ∈ 𝑀2(ℝ), perhatikan bahwa 

𝑎𝑒 =  
1 1
0 1

  
0 1
0 1

 =  
0 2
0 1

  

𝑒𝑎 =  
0 1
0 1

  
1 1
0 1

 =  
0 1
0 1

  

artinya bahwa 𝑎𝑒 ≠ 𝑒𝑎 , 𝑎 ∈ 𝑀2(ℝ). Oleh karena itu 𝑀2 ℝ  bukan ring 

abelian. 

Definisi 3.2 (Agayev dan baser, 2006:285) 

Misalkan 𝑅 suatu ring, annihilator kanan dari suatu elemen 𝑎 ∈  𝑅 

dinotasikan 

𝑟𝑅 𝑎 =  𝑟 ∈ 𝑅 𝑎𝑟 = 0 . 

Sedangkan annihilator kiri dari suatu elemen 𝑎 ∈  𝑅 dinotasikan 

𝑙𝑅 𝑎 =  𝑟 ∈ 𝑅 𝑟𝑎 = 0 . 

Selanjutnya pada pembahasan akan mengacu pada annihilator kiri  

Contoh 

Misalkan himpunan (𝑍6, +,∙) merupakan suatu ring, maka annihilator dari 

suatu elemen di 𝑍6 yaitu, 

𝑙 0  = {0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 } 

𝑙 1  = {0 } 

𝑙 2  = {0 , 3 } 

𝑙 3  = {0 , 2 , 4 }  
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𝑙 4  =  0 , 3   

𝑙 5  =  0   

Definisi 3.3 (N Agayev, et al., 2009:236) 

Suatu ring R disebut semikomutatif jika untuk setiap 𝑎 ∈ 𝑅, 𝑙𝑅 𝑎  adalah 

ideal di 𝑅, dimana untuk setiap 𝑘, 𝑕 ∈ 𝑙𝑅(𝑎) dan 𝑟 ∈ 𝑅 harus memenuhi 

𝑘 − 𝑕 ∈ 𝑙𝑅(𝑎) dan 𝑟𝑘 ∈ 𝑙𝑅(𝑎). Dengan kata lain, untuk sembarang 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅,

𝑏𝑎 = 0 maka 𝑏𝑅𝑎 = 0. 

Contoh: 

Apakah ring (𝑍
6
, +,∙) merupakan ring semikomutatif? 

Jawab 

Annhilator dari suatu elemen di 𝑍6 yaitu, 

𝑙 0  = {0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 } 

𝑙 1  = {0 } 

𝑙 2  = {0 , 3 } 

𝑙 3  = {0 , 2 , 4 }  

𝑙 4  =  0 , 3   

𝑙 5  =  0   

Sekarang perhatikan,  

𝑙 0  𝑍6 = {0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 } 

𝑙 1  𝑍6 = {0 } 

𝑙 2  𝑍6 = {0 , 3 } 

𝑙 3  𝑍6 = {0 , 2 , 4 }  

𝑙 4  𝑍6 =  0 , 3   
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𝑙 5   𝑍6 = {0 } 

Oleh karena untuk setiap 𝑎 ∈ 𝑍6, 𝑙𝑅 𝑎   adalah ideal di 𝑍6 maka ring 

(𝑍
6
, +,∙) merupakan ring semikomutatif. 

Definisi 3.4 (N Agayev, et al., 2009:235) 

Suatu ring disebut p.p-ring (principal projective ring) jika annihilator kiri 

dari suatu  elemen di 𝑅 dibangun oleh suatu idempoten. Dengan kata lain, 

untuk setiap 𝑎 ∈ 𝑅, ada suatu idempoten 𝑒 ∈ 𝑅, 𝑙𝑅 𝑎 = 𝑅𝑒 mengakibatkan 

𝑒𝑎 = 0 dan � = 𝑏𝑒, dimana 𝑙𝑅 𝑎 =   𝑏 ∈ 𝑅  𝑏𝑎 = 0  dan suatu ideal utama 

yang dibangun oleh suatu idempoten 𝑒 ∈ 𝑅,yaitu 𝑅𝑒 =  𝑟𝑒    𝑟 ∈ 𝑅} . 

Contoh : 

Apakah ring (𝑍
5
, +,∙) merupakan p.p-ring? 

Jawab 

Annhilator dari suatu elemen di 𝑍5 yaitu, 

𝑙 0  = {0 , 1 , 2 , 3 , 4 } 

𝑙 1  =  0   

𝑙 2  =  0   

𝑙 3  =  0   

𝑙 4  =  0   

Untuk suatu idempoten 𝑒 = 0 ∈ 𝑍5, 

𝑍5𝑒 = 𝑍5 0  =  0   

Maka 

𝑙 1  = 𝑍5𝑒, akibatnya 𝑒1 = 0  dan 0 = 0 𝑒 

𝑙 2  = 𝑍5𝑒, akibatnya 𝑒2 = 0  dan 0 = 0 𝑒 
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𝑙 3  = 𝑍5𝑒, akibatnya 𝑒3 = 0  dan 0 = 0 𝑒 

𝑙 4  = 𝑍5𝑒, akibatnya 𝑒4 = 0  dan 0 = 0 𝑒 

Untuk suatu idempoten 𝑒 = 1 ∈ 𝑍5, 

𝑍5𝑒 = {0 , 1 , 2 , 3 , 4 } 

Maka  

𝑙 0  = 𝑍5𝑒, akibatnya 𝑒0 = 0  dan 0 = 0 𝑒, 1 = 1 𝑒, 2 = 2 𝑒, 3 = 3 𝑒, 4 = 4 𝑒. 

Oleh karena itu  ring (𝑍5, +,∙) merupakan p.p-ring. 

Lemma 3.5 

Jika  ring 𝑅 adalah ring semikomutatif maka 𝑅 merupakan ring abelian. 

Bukti: 

Misalkan ring 𝑅 adalah ring semikomutatif. Ambil suatu idempoten 𝑒 ∈ 𝑅, 

perhatikan bahwa 

𝑒2 = 𝑒  

𝑒 − 𝑒2 = 0 

𝑒 1 − 𝑒 =  1 − 𝑒 𝑒 = 0 

Karena 𝑅 adalah ring semikomutatif akibatnya untuk sembarang 𝑎 ∈ 𝑅 

𝑒𝑎 1 − 𝑒 =  1 − 𝑒 𝑎𝑒 = 0 

Sedemikian sehingga  

𝑒𝑎 1 − 𝑒 = 0 ⟺ 𝑒𝑎 = 𝑒𝑎𝑒 

dan 

 1 − 𝑒 𝑎𝑒 = 0 ⟺ 𝑎𝑒 = 𝑒𝑎𝑒 

Oleh karena 𝑎𝑒 = 𝑒𝑎𝑒 = 𝑒𝑎, artinya 𝑎𝑒 = 𝑒𝑎. Berdasarkan Definisi 3.1 jadi 

𝑅 merupakan ring abelian. 
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Lemma 3.6 

Jika ring 𝑅 merupakan ring abelian dan p.p-ring maka 𝑅 suatu ring 

semikomutatif. 

Bukti: 

Misalkan 𝑅 adalah ring abelian dan p.p-ring. Ambil sembarang 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 

dengan 𝑏𝑎 = 0. Karena 𝑅 adalah p.p-ring maka 𝑏 ∈ 𝑙𝑅 𝑎 = 𝑅𝑒 untuk 

suatu idempoten 𝑒 ∈ 𝑅 yang mengakibatkan 𝑒𝑎 = 0 dan 𝑏 = 𝑏𝑒, ini berarti 

𝑅𝑒𝑎 = 0. Karena 𝑅 adalah ring abelian maka  𝑅𝑒𝑎 = 𝑒�ㅞ𝑎 = 0. Dengan 

mengalikan 𝑏 disisi kiri maka didapat 𝑏𝑒𝑅𝑎 = 0, karena 𝑏 = 𝑏𝑒 

menyebabkan 𝑏𝑅𝑎 = 0. Berdasarkan Definisi 3.3 maka 𝑅 merupakan ring 

semikomutatif. 

Definisi 3.7(N Agayev, et al., 2009:235) 

Suatu ring 𝑅 disebut tereduksi jika 𝑅 tidak memiliki elemen nilpotent 

taknol. Dengan kata lain untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅, 𝑎𝑏 = 0 mengakibatkan 

𝑅𝑏 ∩ 𝑎𝑅 = 0. 

Contoh 

Misalkan pada ring  𝑍6, +,∙ , ambil 2,3 ∈ 𝑍6 , dengan 2 ∙ 3 = 0. Sekarang 

perhatikan  

(𝑍
6
)2 =  0,2,4  

3(𝑍6) =  0,3  

karena  

(𝑍
6
)2 ∩ 3(𝑍6) =  0  

Maka ring  𝑍6, +,∙  merupakan ring tereduksi. 
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Lemma 3.8 

Jika ring 𝑅 merupakan ring tereduksi maka 𝑅 merupakan ring abelian. 

Bukti: 

Misalkan ring 𝑅 merupakan ring tereduksi, ambil sembarang 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 

dengan 𝑎𝑏 = 0, akan ditunjukan bahwa 𝑎𝑅𝑏 = 0. Karena 𝑎𝑏 = 0 dapat 

ditunjukan bahwa 𝑏𝑎 = 0. Andai 𝑏𝑎 ≠ 0 karena 𝑅 ring tereduksi diperoleh 

𝑏𝑎 bukan elemen nilpoten yang artinya  𝑏𝑎 𝑛 ≠ 0, ∀ 𝑛. Ambil 𝑛 = 2 

artinya diperoleh  𝑏𝑎 2 = 𝑏𝑎𝑏𝑎 ≠ 0. Diketahui bahwa 𝑎𝑏 = 0 sehingga 

 𝑏𝑎 2 = 𝑏𝑎𝑏𝑎 = 𝑏0𝑎 = 0 artinya 𝑏𝑎 merupakan elemen nilpoten. Karena R 

tereduksi sehingga seharusnya 𝑏𝑎 = 0, ini kontradiksi dengan 𝑏𝑎 ≠ 0. 

Sekarang perhatikan bahwa  

 𝑎𝑅𝑏 2 = 𝑎𝑅𝑏𝑎𝑅𝑏 = 𝑎𝑅0𝑅𝑏 = 0 

artinya 𝑎𝑅𝑏 merupakan elemen nilpoten semikomutatif. Karena 𝑅 tereduksi 

maka 𝑎𝑅𝑏 = 0. Berdasarkan Definisi 3.3, R merupakan ring semikomutatif. 

Karena R ring semikomutatif berdasarkan Lemma 3.5, 𝑅 merupakan ring 

abelian. 

Lemma 3.9 

Jika ring 𝑅 merupakan p.p-ring dan ring abelian maka 𝑅 adalah ring 

tereduksi. 

Bukti: 

Misalkan 𝑅 merupakan ring abelian dan p.p-ring. Ambil sembarang 

𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 dengan 𝑎𝑏 = 0 karena 𝑅 suatu p.p-ring maka 𝑎 ∈ 𝑙𝑅 𝑏 = 𝑅𝑒 

untuk suatu idempoten 𝑒 ∈ 𝑅 mengakibatkan 𝑒𝑏 = 0 dan 𝑎 = 𝑎𝑒. Ambil 
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𝑥 ∈ 𝑅𝑏 ∩ 𝑎𝑅 akan ditunjukkan bahwa 𝑥 = 0. Karena 𝑥 ∈ 𝑅𝑏 ∩ 𝑎𝑅 maka 

𝑥 = 𝑟1𝑏 = 𝑎𝑘1 ada suatu 𝑟1 ∈ 𝑅 dan 𝑘1 ∈ 𝑅,  Perhatikan bahwa, 

𝑥 = 𝑟1𝑏 = 𝑎𝑘1        × 𝑒     

𝑒𝑥 = 𝑒𝑟1𝑏 = 𝑒𝑎𝑘1 ,   

𝑥𝑒 = 𝑟1𝑒𝑏 = 𝑎𝑒𝑘1,   Karena 𝑅 ring abelian, 

     = 𝑟1𝑒𝑏 = 𝑎𝑒𝑘1 = 𝑎𝑘1 = 0 ,    Karena 𝑒𝑏 = 0, 𝑎 = 𝑎𝑒 

Didapat 𝑎𝑘1 = 0, sehingga 𝑥 = 𝑟1𝑏 = 𝑎𝑘1 = 0. Oleh karena itu 𝑅𝑏 ∩ 𝑎𝑅 =

0 jadi 𝑅 adalah ring tereduksi. 

Definisi 3.10 (N Agayev, et al., 2010:465) 

Diberikan suatu ring 𝑅, didefinisikan polinom perluasan atas 𝑅 sebagai 

berikut: 

𝑅 𝑥 =   𝑎𝑖𝑥
𝑖  

𝑠

𝑖=0

, 𝑠 ≥ 0, 𝑎𝑖 ∈ 𝑅 . 

Polinom deret pangkat perluasan atas 𝑅 sebagai berikut 

𝑅  𝑥  =   𝑎𝑖𝑥
𝑖

∞

𝑖=0

 , 𝑎𝑖 ∈ 𝑅 . 

Contoh 

Misalkan pada ring (𝑍𝑛 , +,∙), polinom perluasan atas 𝑍𝑛 adalah 

𝑓 𝑥 = 𝑏0 + 𝑏1𝑥
1 +  … + 𝑏𝑚𝑥𝑚  ∈ 𝑍𝑛  𝑋  

dengan 𝑏𝑖 ∈ 𝑍𝑛. Polinom deret pangkat perluasan atas 𝑍𝑛 adalah 

𝑓 𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥
1 +  … + 𝑎𝑛𝑥

𝑛 +  …   ∈ 𝑍𝑛   𝑋   

dengan 𝑎𝑖 ∈ 𝑍𝑛. 

Definisi 3.11(N Agayev, et al., 2010:468) 
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Suatu ring 𝑅 disebut armendariz jika untuk setiap 𝑓 𝑥 =  𝑎𝑖𝑥
𝑖𝑛

𝑖=1 ∈ 𝑅[𝑥] 

dan 𝑔 𝑥 =  𝑏𝑗𝑥
𝑗𝑠

𝑗=0 , ∈ 𝑅 𝑥 , 𝑎𝑖 , 𝑏𝑗 ∈ 𝑅 dengan 𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 = 0 maka 

𝑎𝑖𝑏𝑗 = 0,∀ 𝑖, 𝑗. Suatu ring 𝑅 disebut armendariz deret pangkat jika untuk 

setiap 𝑓 𝑥 =  𝑎𝑖𝑥
𝑖∞

𝑖=1 ∈ 𝑅  𝑥   dan 

𝑔 𝑥 =  𝑏𝑗𝑥
𝑗∞

𝑗=0 , ∈ 𝑅  𝑥  ,   𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 = 0 maka 𝑎𝑖𝑏𝑗 = 0,∀ 𝑖, 𝑗. 

Contoh: 

Misalkan pada polinom perluasan atas ring (𝑍6, +,∙), ambil 𝑓 𝑥 = 𝑎0 +

𝑎1𝑥 +  … + 𝑎𝑛𝑥
�捯 dan 𝑔 𝑥 = 𝑏0 + 𝑏1𝑥 +  … + 𝑏𝑚𝑥𝑚   dengan 

𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 = 0 dimana 𝑓 𝑥 , 𝑔 𝑥 ∈ 𝑍6[𝑋].  

Karena  

𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 = 0 

(𝑎
0

+ 𝑎1𝑥 + … + 𝑎𝑛𝑥
𝑛) 𝑏0 + 𝑏1𝑥 + … + 𝑏𝑚𝑥𝑚 = 0 

𝑎0𝑏0 +  𝑎0𝑏1 + 𝑎1𝑏0 𝑥 +  … +  𝑎0𝑏𝑠 + 𝑎1𝑏𝑠−1 + … + 𝑎𝑡𝑏0 𝑥
𝑟 = 0 

Akibatnya, 

1. 𝑎0𝑏0 = 0  

2.  𝑎0𝑏1 + 𝑎1𝑏0 = 0 

⋮  

3.  𝑎0𝑏𝑠 + 𝑎1𝑏𝑠−1 + … + 𝑎𝑡𝑏0 = 0 

Dari 1) didapat 𝑎0𝑏0 = 0, berdasarkan contoh Definisi 3.7  𝑍6 merupakan 

ring tereduksi maka 𝑏0𝑎0 = 0. Selanjutnya perhatikan persamaan 2), 

𝑎0𝑏1 + 𝑎1𝑏0 = 0   × 𝑏0  

𝑏0𝑎0𝑏1 + 𝑏0𝑎1𝑏0 = 0  

0 + 𝑏0𝑎1𝑏0 = 0  
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𝑏0𝑎1𝑏0 = 0  

Karena  𝑎1𝑏0 
2 = 𝑎1𝑏0𝑎1𝑏0 = 𝑎1 0 = 0, artinya  𝑎1𝑏0 adalah elemen 

nilpoten. Karena 𝑍6 ring tereduksi maka 𝑎1𝑏0 = 0. Selanjutnya subtitusikan 

𝑎1𝑏0 = 0 ke persamaan 2) didapat 𝑎0𝑏1 = 0. Untuk persamaan selanjutnya 

penyelesaian sama seperti kasus sebelumnya. Sehingga diperoleh  𝑎𝑖𝑏𝑗 =

0 , ∀ 𝑎𝑖, 𝑏𝑗 ∈ 𝑍6. 

Lemma 3.12 

Jika 𝑅 merupakan ring armendariz maka 𝑅 adalah ring abelian.  

Bukti: 

Misalkan`𝑔1
 𝑥 , 𝑔2(𝑥) polinomial atas ring 𝑅 dengan 𝑔1

 𝑥 = 𝑒−

𝑒𝑟 1 − 𝑒 𝑥 + 0𝑥2 + … + 0𝑥𝑡, 𝑔2
 𝑥 =  1 − 𝑒 −  1 − 𝑒 𝑟𝑒𝑥 + 0𝑥2 + … +

0𝑥𝑡 ∈ 𝑅 𝑥  dan 𝑓1
 𝑥 , 𝑓2(𝑥) polinomial atas 𝑅 dengan 𝑓1

 𝑥 =  1 − 𝑒 +

𝑒𝑟 1 − 𝑒 𝑥 + 0𝑥2 + … + 0𝑥𝑠, 𝑓2
 𝑥 = 𝑒 +  1 − 𝑒 𝑟𝑒𝑥 + 0𝑥2 + … + 0𝑥𝑠 ∈

𝑅 𝑥  dimana 𝑒 suatu idempoten di 𝑅, dan 𝑟 ∈ 𝑅. Karena 𝑅 suatu ring 

armendariz artinya  

𝑓1
 𝑥 𝑔1

 𝑥 = 0 

  1 − 𝑒 + 𝑒𝑟 1 − 𝑒 𝑥 + 0𝑥2 +  … + 0𝑥𝑠  𝑒 − 𝑒𝑟 1 − 𝑒 𝑥 + 0𝑥2 +  … + 0𝑥𝑡 

= 0  

  1 − 𝑒 + 𝑒𝑟 1 − 𝑒 𝑥  𝑒 − 𝑒𝑟 1 − 𝑒 𝑥 = 0 

 1 − 𝑒 𝑒 −  1 − 𝑒  𝑒𝑟 1 − 𝑒 𝑥 +  𝑒𝑟 1 − 𝑒 𝑒𝑥 −  𝑒𝑟 1 − 𝑒 𝑥 𝑒𝑟 1 − 𝑒 𝑥 

= 0 

− 𝑒𝑟 1 − 𝑒 𝑥 𝑒𝑟 1 − 𝑒 𝑥 = 0 

 𝑒𝑟 1 − 𝑒  
2
𝑥2 = 0 
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sehingga 

 𝑒𝑟 1 − 𝑒  
2

= 0 ⟺ 𝑒𝑟 1 − 𝑒 = 0 ⟺ 𝑒𝑟 = 𝑒𝑟𝑒 

dan  

𝑓2
 𝑥 𝑔2

 𝑥 = 0 

 𝑒 +  1 − 𝑒 𝑟𝑒𝑥 + 0𝑥2 + … + 0𝑥𝑠   1 − 𝑒 −  1 − �〷 𝑟𝑒𝑥 + 0𝑥2 +  … + 0𝑥𝑡 

= 0 

 𝑒 +  1 − 𝑒 𝑟𝑒𝑥   1 − 𝑒 −  1 − 𝑒 𝑟𝑒𝑥 = 0 

𝑒 1 − 𝑒 − 𝑒 1 − 𝑒 𝑟𝑒𝑥 +   1 − 𝑒 𝑟𝑒𝑥 1 − 𝑒  −   1 − 𝑒 𝑟𝑒𝑥 1 − 𝑒 𝑟𝑒𝑥 = 0 

−  1 − 𝑒 𝑟𝑒𝑥 1 − 𝑒 𝑟𝑒𝑥 = 0 

  1 − 𝑒 𝑟𝑒 
2
𝑥2 = 0 

Sehingga 

  1 − 𝑒 𝑟𝑒 
2

= 0 ⇔  1 − 𝑒 𝑟𝑒 = 0 ⇔ 𝑟𝑒 = 𝑒𝑟𝑒 

Oleh karena 𝑒𝑟 = 𝑒𝑟𝑒 dan 𝑒𝑟𝑒 = 𝑟𝑒 maka 𝑒𝑟 = 𝑟𝑒 jadi 𝑅 merupakan ring 

abelian. 

Lemma 3.13 

Jika 𝑅 adalah 𝑝. 𝑝.-ring dan ring abelian maka 𝑅 adalah ring armendariz. 

Bukti: 

Misalkan 𝑅 adalah ring abelian dan p.p-ring. Untuk suatu 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅, dan 

suatu idempoten 𝑒 ∈ 𝑅 didapat 𝑒𝑎𝑏 = 𝑎𝑒𝑏. Berdasarkan Lemma 3.6,  𝑅 

suatu ring semikomutatif artinya 𝑎𝑏 = 0 mengakibatkan 𝑎𝑅𝑏 = 0, untuk 

suatu 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅. Misalkan 𝑔 𝑥 =  𝑏𝑗𝑥
𝑗𝑠

𝑗=0  ∈ 𝑅 𝑥  dan 𝑓 𝑥 =

 𝑎𝑖𝑥
𝑖𝑡

𝑖=0  ∈ 𝑅 𝑥 , 𝑎𝑖, 𝑏𝑗 ∈ 𝑅.  
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Asumsikan  

𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 = 0 

 𝑎0 + 𝑎1𝑥 +  … + 𝑎𝑡𝑥
𝑡  𝑏𝑜 + 𝑏1𝑥 +  … + 𝑏𝑠𝑥

𝑠 = 0 

�〱0𝑏0 +  𝑎0𝑏1 + 𝑎1𝑏0 𝑥 +  … +  𝑎0𝑏𝑠 + 𝑎1𝑏𝑠−1 + … + 𝑎𝑡𝑏0 𝑥
𝑛 = 0 

Akibatnya, 

1. 𝑎0𝑏0 = 0 

2. 𝑎0𝑏1 + 𝑎1𝑏0 = 0 

3. 𝑎0𝑏2 + 𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏0 = 0 

⋮  

Dari 1) didapat bahwa 𝑎0𝑏0 = 0, karena 𝑅 suatu p.p-ring, 𝑎0 ∈ 𝑙 𝑏0 =

𝑅𝑒 untuk suatu idempoten 𝑒0 ∈ 𝑅, mengakibatkan 𝑒0𝑏0 = 0 dan 𝑎0𝑒0 = 𝑎0. 

Perhatikan 2) ,  

𝑎0𝑏1 + 𝑎1𝑏0 = 0,    × 𝑒0  

𝑒0𝑎0𝑏1 + 𝑒0𝑎1𝑏0 = 0,    

𝑎0𝑒0𝑏1 + 𝑎1𝑒0𝑏0 = 0 ,    karena 𝑅 ring abelian  

𝑎0𝑏1 + 0 = 0 ,    karena 𝑒0𝑏0 = 0 dan 𝑎0𝑒0 = 𝑎0 

𝑎0𝑏1 = 0  

Subtitusikan  𝑎0𝑏1 = 0 , ke persamaan 2) sehingga 𝑎1𝑏0 = 0.  

Didapat bahwa 𝑎0𝑏1 = 0 dan 𝑎1𝑏0 = 0, karena 𝑅 suatu p.p-ring, 𝑎0 ∈

𝑙 𝑏1 = 𝑅𝑒 untuk suatu idempoten 𝑒1 ∈ 𝑅, yang mengakibatnya 𝑒1𝑏1 = 0, 

𝑎0𝑒1 = 𝑎0, dan 𝑎1 ∈ 𝑙 𝑏0 = 𝑅𝑒 untuk suatu idempoten 𝑒0 ∈ 𝑅, yang 

mengakibatnya 𝑒0𝑏0 = 0, 𝑎1𝑒0 = 𝑎1. Sekarang perhatikan 3), 

𝑎0𝑏2 + 𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏0 = 0 ,         × 𝑒1𝑒0  
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𝑒1𝑒0𝑎0𝑏2 + 𝑒1𝑒0𝑎1𝑏1 + 𝑒1𝑒0𝑎2𝑏0 = 0,   

𝑎0𝑒1𝑒0𝑏2 + 𝑎1𝑒1𝑒0𝑏1 + 𝑎2𝑒1𝑒0𝑏0 = 0, karena 𝑅 ring abelian 

𝑎0𝑒0𝑏2 + 𝑒0𝑎1𝑒1𝑏1
+ 0 = 0 , karena 𝑅 ring abelian, 𝑒0𝑏0 = 0, 𝑎0𝑒1 = 𝑎0 

𝑎0𝑏2 + 0 + 0 = 0 ,    karena 𝑎0𝑒0 = 𝑎0, 𝑒1𝑏1 = 0 

𝑎0𝑏2 = 0  

Subtitusikan 𝑎0𝑏2 = 0 ke persamaan  3) sehingga menjadi 𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏0 =

0. Sekarang  perhatikan bahwa, 

𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏0 = 0,        × 𝑒0   

𝑒0𝑎1𝑏1 + 𝑒0𝑎2𝑏0 = 0,    

𝑎1𝑒0𝑏1 + 𝑎2𝑒0𝑏0 = 0,   karena 𝑅 ring abelian 

𝑎1𝑏1 + 0 = 0 ,    karena 𝑒0𝑏0 = 0, 𝑎1𝑒0 = 𝑎1 

𝑎1𝑏1 = 0  

Subtitusikan  𝑎1𝑏1 = 0 ke persamaan 𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏0 = 0 maka 𝑎2𝑏0 = 0 

Berdasarkan 1), 2) dan 3) dapat dilanjutkan dengan langkah yang serupa 

sehingga diperoleh 𝑎𝑖𝑏𝑗 = 0, ∀ 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑡, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑠. Oleh karena itu 𝑅 

merupakan ring armendariz. 

Akibat 3.14 

Jika 𝑅 adalah ring armendariz deret pangkat maka 𝑅 adalah ring abelian. 

Bukti: 

Misalkan`𝑔1
 𝑥 , 𝑔2(𝑥) polinomial atas ring 𝑅 dengan 𝑔1

 𝑥 = 𝑒−

𝑒𝑟 1 − 𝑒 𝑥 + 0𝑥2 + … , 𝑔2
 𝑥 =  1 − 𝑒 −  1 − 𝑒 𝑟𝑒𝑥 + 0𝑥2 + …  ∈

𝑅  𝑥   dan 𝑓1
 𝑥 , 𝑓2(𝑥) polinomial atas 𝑅 dengan 𝑓1

 𝑥 =  1 − 𝑒 +
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𝑒𝑟 1 − 𝑒 𝑥 + 0𝑥2 + … , 𝑓2
 𝑥 = 𝑒 +  1 − 𝑒 𝑟𝑒𝑥 + 0𝑥2 + …  ∈ 𝑅  𝑥   

dimana 𝑒 suatu idempoten di 𝑅, dan 𝑟 ∈ 𝑅. Karena 𝑅 suatu ring armendariz 

artinya  

𝑓1
 𝑥 𝑔1

 𝑥 = 0 

  1 − 𝑒 + 𝑒𝑟 1 − 𝑒 𝑥 + 0𝑥2 + ⋯ + 0𝑥𝑠 +  …   𝑒 − 𝑒𝑟 1 − 𝑒 𝑥 + 0𝑥2 + ⋯

+ 0𝑥𝑡+. .  = 0 

  1 − 𝑒 + 𝑒𝑟 1 − 𝑒 𝑥  𝑒 − 𝑒𝑟 1 − 𝑒 𝑥 = 0 

 1 − 𝑒 𝑒 −  1 − 𝑒  𝑒𝑟 1 − 𝑒 𝑥 +  𝑒𝑟 1 − 𝑒 𝑒𝑥 −  𝑒𝑟 1 − 𝑒 𝑥 𝑒𝑟 1 − 𝑒 𝑥 

= 0 

− 𝑒𝑟 1 − 𝑒 𝑥 𝑒𝑟 1 − 𝑒 𝑥 = 0 

 𝑒𝑟 1 − 𝑒  
2
𝑥2 = 0 

sehingga 

 𝑒𝑟 1 − 𝑒  
2

= 0 ⟺ 𝑒𝑟 1 − 𝑒 = 0 ⟺ 𝑒𝑟 = 𝑒𝑟𝑒 

dan  

𝑓2
 𝑥 𝑔2

 𝑥 = 0 

 𝑒 +  1 − 𝑒 𝑟𝑒𝑥 + 0𝑥2 + ⋯+ 0𝑥𝑠 + ⋯   1 − 𝑒 −  1 − 𝑒 𝑟𝑒𝑥 + 0𝑥2 + ⋯

+ 0𝑥𝑡 + ⋯ = 0 

 𝑒 +  1 − 𝑒 𝑟𝑒𝑥   1 − 𝑒 −  1 − 𝑒 𝑟𝑒𝑥 = 0 

𝑒 1 − 𝑒 − 𝑒 1 − 𝑒 𝑟𝑒𝑥 +   1 − 𝑒 𝑟𝑒𝑥 1 − 𝑒  −   1 − 𝑒 𝑟𝑒𝑥 1 − 𝑒 𝑟𝑒𝑥 = 0 

−  1 − 𝑒 𝑟𝑒𝑥 1 − 𝑒 𝑟𝑒𝑥 = 0 

  1 − 𝑒 𝑟𝑒 
2
𝑥2 = 0 

Sehingga 

  1 − 𝑒 𝑟𝑒 
2

= 0 ⇔  1 − 𝑒 𝑟𝑒 = 0 ⇔ 𝑟𝑒 = 𝑒𝑟𝑒 
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Oleh karena 𝑒𝑟 = 𝑒𝑟𝑒 dan 𝑒𝑟𝑒 = 𝑟𝑒 maka 𝑒𝑟 = 𝑟𝑒 jadi 𝑅 merupakan ring 

abelian. 

Lemma 3.15 

Jika 𝑅 adalah 𝑝. 𝑝.-ring dan ring abelian maka 𝑅 adalah ring armendariz 

deret pangkat. 

Bukti: 

Misalkan 𝑅 adalah ring abelian dan p.p-ring. Berdasarkan Lemma 3.6,  𝑅 

suatu ring semikomutatif artinya 𝑎𝑏 = 0 mengakibatkan 𝑎𝑅𝑏 = 0, untuk 

suatu 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅. Misalkan 𝑔 𝑥 =  𝑏𝑗𝑥
𝑖∞

𝑖=0  ∈ 𝑅  𝑥   dan 𝑓 𝑥 =

 𝑎𝑖𝑥
𝑗∞

𝑗=0  ∈ 𝑅  𝑥  , 𝑎𝑖, 𝑏𝑗 ∈ 𝑅.  

Asumsikan  

𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 = 0 

 𝑎0 + 𝑎1𝑥 +  …   𝑏𝑜 + 𝑏1𝑥 +  …  = 0 

𝑎0𝑏0 +  𝑎0𝑏1 + 𝑎1𝑏0 𝑥 +  … +  𝑎0𝑏𝑠 + 𝑎1𝑏𝑠−1 + … + 𝑎𝑡𝑏0 𝑥
𝑛 + …  = 0 

Akibatnya, 

1. 𝑎0𝑏0 = 0 

2. 𝑎0𝑏1 + 𝑎1𝑏0 = 0 

3. 𝑎0𝑏2 + 𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏0 = 0 

⋮  

4. 𝑎0𝑏𝑠 + 𝑎1𝑏𝑠−1 + … + 𝑎𝑡𝑏0 = 0 

⋮  

 



36 
 

Andri Novianto, 2012 

Ring Abelian Dan ... 

Universitas Pendidikan Indonesia  |  repository.upi.edu 

Berdasarkan Lemma 3.13 telah ditunjukan bahwa 𝑎𝑖𝑏𝑗 = 0, ∀ 1 ≤ 𝑖 ≤

𝑡, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑠. Selanjutnya akan ditunjukan bahwa 𝑎0𝑏𝑠+1 + 𝑎1𝑏𝑠 + … +

𝑎𝑡+1𝑏0 = 0 mengakibatkan 𝑎𝑖𝑏𝑗 = 0, ∀ 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑡 + 1, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑠 + 1. 

Karena 𝑎𝑖𝑏𝑗 = 0, ∀ 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑡, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑠 dan 𝑅 merupakan pp-ring maka  

𝑎0 ∈ 𝑙 𝑏0 = 𝑅𝑒0, untuk suatu idempoten 𝑒0 ∈ 𝑅, 

𝑎0 ∈ 𝑙 𝑏1 = 𝑅𝑒1, untuk suatu idempoten 𝑒1 ∈ 𝑅, 

⋮ 

𝑎0 ∈ 𝑙 𝑏𝑠 = 𝑅𝑒𝑠, untuk suatu idempoten 𝑒𝑠 ∈ 𝑅, 

𝑎1 ∈ 𝑙 𝑏0 = �ꔺ𝑒0, untuk suatu idempoten 𝑒0 ∈ 𝑅 

𝑎1 ∈ 𝑙 𝑏1 = 𝑅𝑒0, untuk suatu idempoten 𝑒1 ∈ 𝑅 

⋮ 

𝑎𝑡 ∈ 𝑙 𝑏0 = 𝑅𝑒0, untuk suatu idempoten 𝑒0 ∈ 𝑅 

mengakibatkan 

𝑎0𝑒0 = 𝑎0 dan 𝑒0𝑏0 = 0 

𝑎0𝑒1 = 𝑎0 dan 𝑒1𝑏1 = 0 

⋮ 

𝑎0𝑒𝑠 = 𝑎0 dan 𝑒𝑠𝑏𝑠 = 0 

𝑎1𝑒0 = 𝑎1 dan 𝑒0𝑏0 = 0 

𝑎1𝑒1 = 𝑎1 dan 𝑒11𝑏1 = 0 

⋮ 

𝑎𝑡𝑒0 = 𝑎𝑡 dan 𝑒0𝑏0 = 0 

Sekarang perhatikan bahwa, 

𝑎0𝑏𝑠+1 + 𝑎1𝑏𝑠 + … + 𝑎𝑡+1𝑏0 = 0 
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kalikan dengan  𝑒0𝑒1  … 𝑒𝑠 

𝑒0𝑒1  … 𝑒𝑠𝑎0𝑏𝑠+1 + 𝑒0𝑒1  … 𝑒𝑠𝑎1𝑏𝑠 + … + 𝑒0𝑒1  … 𝑒𝑠𝑎𝑡+1𝑏0 = 0 

karena 𝑅 ring abelian, 

𝑎0𝑒0𝑒1  … 𝑒𝑠𝑏𝑠+1 + 𝑎1𝑒0�㄰1  … 𝑒𝑠𝑏𝑠 + … + 𝑎𝑡+1𝑒0𝑒1  … 𝑒𝑠𝑏0 = 0  

karena 𝑅 ring abelian dan pp-ring,  

𝑎0𝑒0𝑒1  … 𝑒𝑠𝑏𝑠+1 + 𝑒0𝑒1  … 𝑎1𝑒𝑠𝑏𝑠 + … + 0 = 0 

karena 𝑅 ring abelian dan pp-ring, 

𝑎0𝑒0𝑒1  … 𝑒𝑠𝑏𝑠+1 + 0 + … + 0 = 0 

Karena 𝑅 suatu p.p-ring, 

𝑎0𝑏𝑠+1 = 0 

Subtitusikan 𝑎0𝑏𝑠+1 = 0 ke 𝑎0𝑏𝑠+1 + 𝑎1𝑏𝑠 + … + 𝑎𝑡+1𝑏0 = 0 sehingga 

menjadi 𝑎1𝑏𝑠 + … + 𝑎𝑡+1𝑏0 = 0. Dengan cara yang serupa dengan kasus 

sebelumnya maka akan didapat  𝑎𝑖𝑏𝑗 = 0, ∀ 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑡 + 1, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑠 +

1dan berlaku untuk 𝑎𝑖𝑏𝑗 = 0, ∀ 1 ≤ 𝑖 ≤ ∞, 1 ≤ 𝑗 ≤ ∞. 

Definisi 3.16(N Agayev, et al., 2010:470) 

Suatu ring 𝑅 disebut ring simetrik, jika 𝑎𝑏𝑐 = 0 akibatnya 𝑏𝑎𝑐 = 0, untuk 

setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅. 

 

Contoh 

Misalkan pada ring  𝑍6, +,∙ , ambil 1 , 2 , 3 ∈ 𝑍6 dengan 1 ∙ 2 ∙ 3 = 0. Karena 

2 ∙ 1 ∙ 3 = 0 sedemikian sehingga ring  𝑍6, +,∙  merupakan ring simetrik. 

Lemma 3.17 

Jika ring 𝑅 merupakan ring simetrik maka 𝑅 merupakan ring abelian. 
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Bukti:  

Misalkan 𝑅 merupakan ring simetrik. Untuk suatu idempoten 𝑒 ∈ 𝑅 

perhatikan bahwa, 

𝑒2 = 𝑒 

𝑒 − 𝑒2 = 0 

 1 − 𝑒 𝑒 = 𝑒 1 − 𝑒 = 0 

Untuk suatu 𝑎 ∈ 𝑅 

𝑎 1 − 𝑒 𝑒 = 𝑎𝑒 1 − 𝑒 = 0 

Karena 𝑅 suatu ring simetrik  maka 

 1 − 𝑒 𝑎𝑒 = 0 ⟺ 𝑎𝑒 = 𝑒𝑎𝑒 

dan 

𝑒𝑎 1 − 𝑒 = 0 ⟺ 𝑒𝑎𝑒 = 𝑒𝑎 

Oleh karena 𝑎𝑒 = 𝑒𝑎𝑒 = 𝑒𝑎, maka 𝑅 merupakan ring abelian. 

Lemma 3.18 

Jika 𝑅 merupakan p.p-ring dan ring abelian maka 𝑅 adalah ring simetrik. 

Bukti: 

Misalkan 𝑅 merupakan ring abelian dan p.p-ring. Ambil sembarang 

𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 dengan  𝑎𝑏𝑐 = 0, karena 𝑅 suatu p.p-ring maka 𝑎 ∈ 𝑙𝑅 𝑏𝑐 =

𝑅𝑒, untuk suatu idempoten 𝑒 ∈ 𝑅 mengakibatkan 𝑒𝑏𝑐 = 0 dan 𝑎 = 𝑎𝑒. 

Berdasarkan Lemma 3.6 𝑅 merupakan ring semikomutatif sehingga didapat  

𝑒𝑏𝑅𝑐 = 0. Untuk 𝑎 ∈ 𝑅 perhatikan bahwa, 

𝑒𝑏𝑅𝑐 = 𝑒𝑏𝑎𝑐  

        = 𝑏𝑎𝑒𝑐    Karena 𝑅 abelian 
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        = 𝑏𝑎𝑐  Karena 𝑎𝑒 = 𝑎  

        = 0  

Oleh karena 𝑏𝑎𝑐 = 0, maka 𝑅 merupakan ring simetrik. 

Teorema 3.19 

Misalkan suatu ring 𝑅 merupakan p.p-ring. Pernyataan berikut ekuivalen: 

1. 𝑅 adalah ring tereduksi 

2. R adalah ring simetrik 

3. R adalah ring semikomutatif 

4. R adalah ring armendariz 

5. R adalah ring armendariz deret pangkat 

6. R adalah ring abelian 

Bukti: 

1 ⟹ 2  

Misalkan 𝑅 merupakan ring tereduksi dan p.p-ring. Karena 𝑅 merupakan 

ring tereduksi berdasarkan Lemma 3.8 maka 𝑅 merupakan ring abelian. 

Ambil sembarang 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 dengan  𝑎𝑏𝑐 = 0, karena 𝑅 suatu p.p-ring 

maka 𝑎 ∈ 𝑙𝑅 𝑏𝑐 = 𝑅𝑒, untuk suatu idempoten 𝑒 ∈ 𝑅 mengakibatkan 

𝑒𝑏𝑐 = 0 dan 𝑎 = 𝑎𝑒. Karena 𝑅 ring tereduksi berdasarkan pembuktian 

Lemma 3.8 maka 𝑅 merupakan ring semikomutatif sehingga didapat  

𝑒𝑏𝑅𝑐 = 0. Untuk 𝑎 ∈ 𝑅 perhatikan bahwa, 

𝑒𝑏𝑅𝑐 = 𝑒𝑏𝑎𝑐  

        = 𝑏𝑎𝑒𝑐    Karena 𝑅 abelian 

        = 𝑏𝑎𝑐  Karena 𝑎𝑒 = 𝑎  
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        = 0  

Oleh karena 𝑏𝑎𝑐 = 0, maka 𝑅 merupakan ring simetrik. 

2 ⟹ 3  

Misalkan 𝑅 adalah ring simetrik dan p.p-ring. Ambil sembarang 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 

dengan 𝑏𝑎 = 0. Karena 𝑅 adalah p.p-ring maka 𝑏 ∈ 𝑙𝑅 𝑎 = 𝑅𝑒 untuk 

suatu idempoten 𝑒 ∈ 𝑅 yang mengakibatkan 𝑒𝑎 = 0 dan 𝑏 = 𝑏𝑒, ini berarti 

𝑅𝑒𝑎 = 0. Karena 𝑅 adalah ring simetrik berdasarkan Lemma 3.17 maka 𝑅 

merupakan ring abelian. Sehingga   𝑅𝑒𝑎 = 𝑒𝑅𝑎 = 0. Dengan mengalikan 𝑏 

disisi kiri maka didapat 𝑏𝑒𝑅𝑎 = 0, karena 𝑏 = 𝑏𝑒 menyebabkan 𝑏𝑅𝑎 = 0. 

Berdasarkan Definisi 3.3 jadi 𝑅 merupakan ring semikomutatif. 

3 ⟹ 4  

Misalkan 𝑅 merupakan ring semikomutatif dan p.p-ring. Karena 𝑅 

merupakan ring semikomutatif berdasarkan Lemma 3.5 maka 𝑅 merupakan 

ring abelian. karena 𝑅 merupakan ring abelian dan p.p-ring Berdasarkan 

Lemma 3.13 maka 𝑅 merupakan ring armendariz. Sehingga Untuk 

sembarang  𝑓 𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 +  … + 𝑎𝑛𝑥
𝑛  dan 𝑔 𝑥 = 𝑏0 + 𝑏1𝑥 +  … +

𝑏𝑚𝑥𝑚   dengan 𝑓 𝑥 ∙ 𝑔 𝑥 = 0 dimana 𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 ∈ 𝑅[𝑋]. maka 𝑎𝑖𝑏𝑗 =

0,∀ 𝑖, 𝑗,  

4 ⟹ 5  

Misalkan 𝑅 merupakan ring armendariz dan p.p-ring. Karena 𝑅 merupakan 

ring armendariz berdasarkan Lemma 3.12 maka 𝑅 merupakan ring abelian. 

Karena 𝑅 merupakan ring abelian dan p.p-ring berdasarkan Akibat 3.15  𝑅 

merupakan ring armendariz deret pangkat. Sehingga untuk sembarang  
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𝑓 𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 +  … + 𝑎𝑛𝑥
𝑛  dan 𝑔 𝑥 = 𝑏0 + 𝑏1𝑥 + … + 𝑏𝑚𝑥𝑚   

dengan 𝑓 𝑥 ∙ 𝑚 𝑥 = 0 dimana 𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 ∈ 𝑅  𝑋  . maka 𝑎𝑖𝑏𝑗 = 0,

∀ 1 ≤ 𝑖 ≤ ∞, 1 ≤ 𝑗 ≤ ∞  

5 ⟹ 6  

Misalkan 𝑅 merupakan ring armendariz deret pangkat dan p.p-ring. 

Berdasarkan Akibat 3.14 maka 𝑅 merupakan ring abelian 

6 ⟹ 1  

Misalkan 𝑅 merupakan ring abelian dan p.p-ring , berdasarkan Lemma 3.9 

maka 𝑅 merupakan ring tereduksi.  

 

 


