BAB I11

INTEGRAL MCSHANE DI RUANG EUCLID [I

3.1 Sifat-sifat Integral Mcshane Pada Ruang Euclid []

Pada bab sebelumnya telah dibahas konsep-konsapd#asanalisis real.
Konsep-konsep tersebut merupakan salah satu tendugung dari pembuktian
sifat-sifat fungsi yang terintegralkan Mcshane padmg Euclid’] . Pada bab ini
akan dipelajari tentang definisi Integral Mcshanesdsta sifat-sifatnya.
Selanjutnya ditunjukkan sifat-sifat kekonvergenan thtegral Mcshane.

Sebelum mendefinisikan suatu fungsi terintegral Mo, akan
didefinisikan dulu apa yang dimaksud dengan patimsilabel, partisi bebas

berlabel (partisi Mcshane), dan operator lineaagaehjumlahan fungsi.
Jika | =[a,b] adalah interval tertutup dan terbatasldj maka partisi dari
| adalah berhingga. Misalka® =(x,, X, %,..., ) dimana x O1,i =1,2,...n
sedemikian sehingga
a=x<x<..<x=b
Titik-titik di P digunakan untuk membagi intervdl={a,b] menjadi
subinterval yang tak saling tumpang tindih. Selamja, akan dinotasikan partisi

n

P={[x.. ]}, dan didefinisikan norr®, yakni |P||= mak{[ x,, A}

i=1"



Jika titik t, diambil sebarang dari setiap subinterviat[x_l, x] ,i<n atau
dengan kata laity O, =[>§-1,>$]|i <n, makat disebut label dari subintervé
dan himpunai® :{([x_l, x]., 1)} disebut partisi berlabel dari interv, b] .

Sekarang, akan didefinisikan partisi bebas berlatzel disebut juga partisi

Mcshane.

Definisi 3.1.1 Partisi Bebas Berlabel (Partisi Mcshane)

Partisi  Mcshane dari interval [a, b] adalah koleksi berhingga
D :{([cI .d ] ,t)}llsedemikian sehinggﬁq .d ] i< n} adalah koleksi subinterval

dari interval [a, b] yang menutupi (coverindg, b dan t O[a,b],i< n.

JikaD ={([c.d].1)} " adalah partisi bebas berlabel dari interfél],

maka didefinisikanf (D) :Z f(t)(d -¢). Pada pembahasan integral Mcshane

i=1

ini, didefinisikan penjumlahan dua buah fundsilan g sebagai berikut:
(f +g)(®) = f(t) + (1), setiapt O[a, b]

diperoleh;

(f+9)(D)= Z(f +0)(t)(d - ¢)
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Setelah mendefinisikan beberapa konsep dasar yamakan dalam
pendefinisian integral Mcshane. Selanjutnya, akdafmhisikan integral Mcshane

secara konstruktif

Definisi 3.1.2

Fungsi f:[a bl - [ terintegral Mcshane pada intervala b jika

terdapat LU dengan sifat; untuk setiap>0 terdapat fungsid >0 pada
interval [a, bl maka berIaku|f(D)—L|<£ dimana D adalah partisi bebas

berlabel pada intervala bl yang subordinat ke .

Selanjutnya,L dikatakan integral dari funggi pada intervala, b atau
b
ditulis juga L=(M)jf dan M[a, b menyatakan himpunan dari fungsi-fungsi
yang terintegral Mcshane pada interfalb] .

Teorema 3.1.3

Jika f OM[a, b], maka integralnya tunggal.
Bukti:

Misalkan L, dan L, adalah integral dari fungsi , akan ditunjukkarL, =L,.
Karenal, adalah integral dari fungdi pada intervala b, untuk setiaps >0

terdapat fungsd, > 0pada intervala, bl sedemikian sehingga
£
f(D)-L|<—=
[1(D)-L|<5
dimanaD, adalah partisi bebas berlabel pada intefag] yang subordinat ke, .
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Begitu juga,L, adalah integral dari fungsi pada intervala b, untuk
setiape >0 terdapat fungsb, > 0pada intervala, b sedemikian sehingga
£
f(D,)-L,|<—=
(D)~ L|<

dimanaD, adalah partisi bebas berlabel pada intefaa yang subordinat ké,.
Perhatikan bahwa:
Pilih 9(x) =min{J;(x),0,(X} untuk setiapx[a B . Jika D adalah partisi
bebas berlabel pada interJal bl yang subordinat k&, maka;
E £
L -L|=|L, - f(D)+ f(D)—L2|s|f(D)—LJJ+|f(D)—L2]<E+—2=£
Berdasarkan Teorema 2.1.1 , diperolek L, =0 -« L, =L,.
Teorema 3.1.4
Misalkan f dan g terintegral Mcshane pada intervg, b] , maka;
i. kf terintegral Mcshane pada intervgh, bl dan (M)J.:kf = k(M)j: f, setiap

koo .

i. f+g terintergal Mcshane pada interval [a b dan
b b b
(M)[ f+g=(M)]_f+(M)[ gidan

iii.  Jika f(x)< g(x, setiapx[[a, 4 maka(M)J':f < (M)j:g .
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Bukti:
Kasus I: untukk #0

Karena f UM[a bl maka setiaps >0  terdapat fungsio >0 pada

&

K

bebas berlabel pada interjal bl yang subordinat ke .

b
interval [a bl sedemikian sehingg}d(D)—J'f <—dimanaD adalah partisi

Perhatikan bahwa:

b b b
‘kf(D)—kI f|= k( f(D)-| fJ =|H‘ (D~ f<|l¢ﬁ=g
Kasus II: untukk =0
Perhatikan bahwa:
b b b
‘kf(D)—kj fl= k( f(D)-| fj =|g| f(D)-[ f|=0<¢ selalu di penuhi

untuk setiaps >0.

b
Berdasarkan kasus | dan I, pilih= kJ' f 00 . Karena terdapafU[]

dengan sifat; untuk setiap>0 terdapat fungsi >0pada intervala, bj

sedemikian sehingga jikd adalah partisi bebas berlabel pada intefagd)|

yang subordinat k& berlaku <Eg.

kf(D)—ka

Artinya kf DM[a b dan (M)|” kf = k(M)[” f, setiapk 1)
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i.  Akan dibuktikanf +gOM[a B dan(M)[ f+g=(M)["f+(M)[ g
Karenaf terintegral Mcshane pada interyal b], maka untuk setiap
£ >0 terdapat fungsp, >0pada intervala, bj sedemikian sehingga jikd,

adalah partisi bebas berlabel pada intefeab] yang subordinat ke,

£
berlaku <=

f(D1)_Jb. f

Begitu juga,g terintegral Mcshane pada interJal b], maka untuk
setiape >0 = terdapat fungsb, >0pada intervala b sedemikian sehingga

jika D,adalah partisi bebas berlabel pada intefsgh yang subordinat ke

0, berlaku <£

9(D,)- [ g

Perhatikan bahwa:
Pilih 3(x) =min{J,(x),d,(x)} untuk setiapxO[a b . Jika D adalah

partisi bebas berlabel pada interjalbl yang subordinat k&, maka setiap

£ > Oberlaku;
(f+g>(D)—(jf+ng‘=‘f(D)+g(D)—j f—j%
<|f D(—)jlf +lg D(—)fg<f+52=g

. b b b
Artinya f +gOM[a b danJ'a f +g:J'a f+J'ag.

iii.  Jikaf(x)< g(X, setiapx[a b maka akan dibuktikaM )Lbf < (M)J':g .

Karena f (x) < g(X setiapx[a B maka f (D)< g(D).
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Perhatikan bahwa;

Fungsif dan g terintegral Mcshane pada interJal b] , maka setiap
£>0 terdapat fungsd >0pada intervala, bj sedemikian sehingga jika

adalah partisi bebas berlabel pada intefebl yang subordinat ke

" € vl e
berlaku f(D)—J'f << dan g(D)—jg <<
a 2 a
Akabitnya kita peroleh;
£ . €
-——<f(D)-|f<—= ........ *
5 < (D) j > *)
b
——<g(D)—jg<— ............ (**)

Dari (*) dan (**) maka diperoleh;

b b
_§+J‘f < f(D)< g(D)<J'g+% sehingga didapat

b b
J' f < I g+& maka berdasarkan Teorema 2.1.2 diperQMhI: f<(M )J-:Q

Teorema 3.1.5

Misalkan  fungsif :[a,b] -~ [} dan cO(a b) . Jika fungsif terintegral

Mcshane pada intervdl, ¢ dan{c, bl makaf terintegral Mcshane pada interval

[a bl dan (M)jlf :(M)Jc.f+(M)j3f :
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Bukti:

Karena f terintegral Mcshane pada intervid, ] , maka berdasarkan

Definisi 3.1.2 diperoleh untuk setiap>0 terdapat fungsp, >0pada interval
[a, d sedemikian sehinggd (D,) - L| <§dimanaD1 adalah partisi bebas berlabel

pada intervala ¢ yang subordinat ke, . Begitu juga, f terintegral Mcshane

pada intervalc,b] maka terdapat fungs, >0 pada intervalc bl sedemikian
sehingg<5\|f(D2)—L|<§dimanaD2 adalah partisi bebas berlabel pada interval

[c, bl yang subordinat k&,. Definisikan d pada intervala, b] sebagai berikut;

min{dl(x),%(c— x)} jika a< x< c

d(x) =< min{J,(c),J, (c)} , jika X= C

min{é’z(x),%(x— c)} jika c< x< b

Misalkan D adalah partisi bebas berlabel pada intefisgb] akan
ditunjukkan terdapat parti€d, pada intervala, | yang subordinat k& dan D,
partisi bebas berlabel pada interyalb] yang subordinat ke, sedemikian
sehinggaf (D) = f(D,) + f(D,) .

Kasus I:

Jika cadalah titik partisi darD, makac akan termuat ke dalam dua

subinterval dari D yaitjia, ¢ dan[c, b dimana pilihc sebagai label dari kedua

subinterval. KarenaD, adalah partisi bebas berlabghda intervalla ¢ yang

subordinat ked, maka jelasD, subordinat ked . Begitu juga dengarD, partisi
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bebas berlabel pada interfalb] yang subordinat k&, maka jelasD subordinat
ke o dan f (D) bisa dinyatakanf (D) = f(D,) + f(D,).
Kasus II:

Jika cbukan partisi darD ={(I;,t,)}, maka c adalah label dari beberapa
subinterval , katakan label dari subinterfzal , x]. Tempatkan titik ¢ pada dua
pasangan subintervfx, . c],c)dan ([c,x],c), dimanaD, danD, adalah partisi
bebas berlabel pada interval [a dan [c D . Karena
f(O)(% = %) = f(9(c= %)+ f( ¢( x— ¥maka jelasD, dan D, adalah partisi
bebas berlabepada interval[a ¢ dan [c b subordinat ked dan f (D) bisa

dinyatakan f (D) = f(D,)+ f(D,).

Oleh karena itu, perhatikan bahwa:

f(D)—@f +Ef]

b

:‘f(D1)+f(D2)—JC'f —jf

c

< +

0, 3 1]+ 1 0 ¢

1 1
<—eg+—¢£=¢
g a2
Jadi, berdasarkan Definisi 3.1f2Zterintegral Mcshane pada intervia bl dan

(M)jf:(M)fn(M)jf

Selanjutnya, akan dijelaskan teorema untuk menantu&pakah suatu
fungsi terintegral Mcshane tanpa harus mencargrateya. Teorema ini dikenal

sebagai Kriteria Cauchy
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Teorema 3.1.6

Fungsi f :[a b] - [J terintegral Mcshane pada intervdh, b jika dan

hanya jika untuk setiaps>0 , terdapat fungsio >0 pada interval[a b
sedemikian sehingg|af(Dl)— f(D2)|<£dimana D,danD, adalah partisi bebas

berlabel pada intervala, b yang subordinat ke .
Bukti:

(=) f OM[a, bl maka akan dibuktikan setiap> 0, terdapat fungsd >0 pada
interval [a, b] sedemikian sehinggh‘ (D)-f (D2)| < ¢ dimana D, danD, adalah
partisi bebas berlabel pada interjalb] yang subordinat ke .

Karena f OM[a bl maka untuk £ >0, terdapat fungsp, >0dand, >0
pada interval[a b] sedemikian sehingga jik®, dan D, adalah partisi bebas

berlabel pada intervah, bl yang subordinat k&, dan d, maka berlaku;

£
<_
2

‘f(Dl)—Tf

<£dan
2

f(Dz)—Tf

Perhatikan bahwa:

Untuk setiape >0 pilih 5(x) =min{d;(x),d,(X} dimanaxO[a b , maka;

|f(D1)—f(D2)|=‘f(Dl)—jf+jf -f(D,)

< +

o3t

fm,3ff

E &
<—+-_=¢
2 2

Dimana D, danD, adalah partisi bebas berlabel pada intefagh] yang subordinat

ke J
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(0) Jika setiape >0, terdapat fungsid >0 pada intervala b] sedemikian
sehinggdf(Dl)— f(D2)| <& dimanaD,danD,adalah partisi bebas berlabel pada
interval [a, bl yang subordinat ké maka akan dibuktikarf (IM[a, b] .

Misalkan untuk setiapO0 ,terdapatd, >0 sedemikian sehingga jik&,

danD, adalah partisi bebas berlabel pada intefeab] yang subordinat ké
1
berlaku| f(D)-f (D2)| <ﬁ'
Sekarang untuk setiapl][! , misalkan D, dan D, adalah partisi bebas

berlabel yang subordinat kémaka|f(Dn)—f(Dm)|<%, setiapmO0 . Jika

m>nmaka{ f(D,)} _ adalah barisan Cauchy di. Akibatnya,{f(D,)}

0
m=1

konvergen, misalkan konvergen K[l . Jadi, limf ©, )=B . Sehingga,

m- oo

ketika m — comaka|f (D,,) - B| <L
m

U berarti terdapaBl] , dimana untuk setiag >0 (pilih k>§,kDD ) dan

diketahui terdapat fungs! > 0sehingga;
| f(D)-B|=|f(D)- f(D)+ f(D,)-B
<[f B > f D D, yBl<

Z+==<c
k k Kk
dimanaD adalah sebarang partisi bebas berlabel yang suladick o .

b
B adalah suatu integral Mcshane pada intefadl] ,tulis B:J' f. Maka

berdasarkan Definisi 3.1.2, diperoléhiIM|[a, b] .
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Lemma 3.1.7 (Lemma Saks-Henstock)

Misalkan f :[a, b] —» [1 terintegral Mcshane pada intervala bl dan
F(X) :J': f ,setiapx[a b . Misalkan pula untuk setiap >0 terdapat fungsi

positifd pada interval[a, b] sedemikian sehingg|af(D)—F(D)|<£dimana D
adalah partisi bebas berlabel pada interja b] yang subordinat ke . Jika

D, ={(x.[g, d]:1< i< 1} adalah sebarang koleksi dari interval bebas berlabe

dan tidak saling tumpang tindih yang subordinatc‘kemaka| f(D,) - F(D0)| <&

dan Y |(x)(d =)= (F(d)~ K<
Bukti
Akan dibuktikan f (D,) - F(D,)|< &
Misalkan{ K;l<j< m} adalah koleksi interval tertutup pada interval

[a b] yang berbatasan dengan interval dByi . Untuk setiape>0,

misalkan D, adalah partisi berlabel daK; yang subordinat k&, untuk
setiapj dan memenuhi‘f(Dj)—F(KJ)‘<%. MisalkanD = JD, , maka
j=0

D adalah partisi bebas berlabel pada intefadl] yang subordinat ke .

Perhatikan bahwa:

Karena| f (D) - F(D))| <%£ dan D =| J D, diperoleh;
=0
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|(D,)-F(D,)|= f(DJ—(i(F(KJ)—f(DJ)Hi(F(KJ)—f(Dp)j—F(Do)

j=1 =1
m

i=1

=10, 3> m IF R, IDF K, a(

j=1

(FK, ¥f o ))j‘

IN

+

=1

0,921 & IF 0, 3D FK)

Zm:(F(KJ)_ f(DJ))‘

[fR}FDR[)

S(F K I @ )ﬁ
SIPRIF QYK I Bk ere=e
ii. Akan dibuktikanzn:|f(>q)(q -¢)-(F(d)- Kg)|se

a) Kasus l:untukf X X -¢ ¥ € d > F € ))is n, diperoleh;

311064 - &)~ (F(d) = Kol =X (R )= R9— ((d-,9)
=Y EGYFEYf6)0-p)

FO,)-f O,)<|FO,)-f 0O,)<e

b) Kasus II: untukf % )d -¢ » € @ > F € ))i< n, diperoleh;

SIex)(d =6)- (K= KN =X (= 9~ K= F.9)

=Y 1676 )Y FG)XFE))
=10, F 0, X[f 0, F 0, )<¢

Dari kedua kasus, terbukti bahvg| f(x)(d-¢)-(F(d)- Rp)|se
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Lemma3.1.8

Misalkan f :[a b] - [] terintegral Mcshane pada intervdl, b] . Jika

{(x,1):1<i<N} dan{(xj, K):l<j< M} adalah partisi bebas berlabel pada

N M
interval [a, b] yang subordinat k&b, maka) > |f(x)~ f(y)u(k NK;)<2¢.

i1 i1
Bukti:

Interval tak turun dari koleksi bentuk part{Si MK, :1<i<N,1< ] sM}
dari interval[a, bl . Gunakan interval ini, kita bentuk dua partisi #&berlabeD,
dan D, dari interval[a, b] yang mengikuti:

Jika f (x) = f(y,), maka tempatkafx, |, NK; )di D, dan(y;, I, K, )di D,
Jika f(x) < f(y;), maka tempatka(ly]., i NK, )di D, dan(xi, L NK, )di D,

Catatan bahwa:

F(D) - (D) =22 (x) - f(ypluch NK,)

i=1 j=1
KarenaD, dan D, adalah partisi bebas berlabel pada intefaah] yang
subordinat ked dan f [1M|[a, b] diperoleh

f(D) - f(D,) <[ (D) - F(D))

=t oyff+[f-fm,))
<|f —)Jqf+j3f—f D, x &
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Teorema 3.1.9

Jika f:[ab] - [ terintegral Mcshane pada intervdl, b , maka|f|

b
j i

b

< |l

a

terintegral Mcshane pada intervéh, b] dan

Bukti:

Karena f OM[a, b] maka untuk setiaE >0 terdapat fungsid >0 pada

interval [a, b] sedemikian sehingg}d(D)—I:f

1% .
<§5 dimana D adalah partisi

bebas berlabel pada intenjal b] yang subordinat ké¥. Akan dibuktikan| f|
memenuhi  Kriteria  Cauchy untuk integral Mcshane. sakan
D, ={(x.1,):1<i<N} dan D, :{(yj,Kj):ls j< M} adalah partisi bebas
berlabel dari intervala, b] yang subordinat ke .

Berdasarkan Lemma 3.1.8, maka diperoleh;

[HICAEHICH EDI I RICH BRI (RS

siﬁ]f (B HNK 3 (25]:5

i=1 j=1

Terbukti, | f| terintegral Mcshane pada interjal b .

b
< [|£].

b
Sekarang akan dibuktik%}uf

Perhatikan bahwa:

Karena |f|<|f|, makaf <|f|dan~|f|< f . Berdasarkan Teorema 3.1.4

b b b b
diperoleh ~[|f|< [ fdan [ f < [|f].
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b b
Akibatnya, diperoleh-[|f|< [ f <

» o

| f|. Berdasarkan sifat nilai mutlak, diperoleh

b
j f

b
<[lf].

Sekarang akan dijelaskan definisi suatu fungsatdikan hampir dimana-

mana [.d) yang akan bermanfaat pada pembahasan selanjutnya.

Definisi 3.1.10 (Almost everywhere / hampir dimana-mana)
Proposisi P(x) dikatakan hampir dimana—mana padagunankE jika sifat
P(x) berlaku pada himpunaf kecuali pada himpunan bagiak yang

berukuran nol.

Selanjutnya akan didefinisikan fungsi primitif darngsi f .
Definisi 3.1.11
Misalkan fungsif :[a b] - [J terintegral Mcshane pada intervdh, b] ,

dan misalkan pulﬁ(x):jaX f, untuk setiapxU[a I makaF disebut fungsi
primitive-M pada intervala, bj .

Teorema 3.1.12

Misalkan f :[a, b] — [I terintegral Mcshane pada intervdh, bl dan F
adalah fungsi primitif pada intervdla, bl makaF kontinu mutlak pada interval

[a, b] dan F'(x) = f(X) h.d pada interva[a, b .
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Bukti:

Karena f OM[a, b], diperoleh untuk setiap >0, terdapat fungso >0

b
pada intervala, b sedemikian sehingg‘af (D) —J' f| <& dimanaD adalah partisi

bebas berlabel pada interyalb] yang subordinat ké .

Untuk f(x) =0 setiap xU[a b jelas. Sekarang untulf (x) #0 setiap

xO[a B , ambil fix partisi bebas berlabeD, ={(x.[a,h]:1<i<r} pada

interval [a, b yang subordinat k&b dan misalkanM =max{|f (x ) :1<i<n} .

Pilih /7=ﬁ dan misalkan pul%[cj,dj]:ls j< p} adalah koleksi berhingga
p

interval tidak tumpang tindih dafg bl sedemikian sehinggi(dj —-C)<7.
j=1

Dengan membagi lagi interval ini (jika diperlukajifa diasumsikan untuk setiap

j maka[c,, d.] O[ @ b] , untuk beberapia

j!

Misalkan T :{j :[c;,d;]0[a, lp]} untuk setiap i dan

D:U{(x:[cj,dj]): jDzz}. Diketahui pula, bahweaD adalah partisi bebas
i=1
berlabel yang subordinat k&. Dengan memanfaatkan Lemma 3.1.7 (Lemma

Saks-Henstock), diperoleh:

=|F(D)|=|F(D)- f(D)+ f(D)

> (F(d)-F(c)

<|[FOHf O[¥f O))
<e+Mu 9 £

Berdasarkan Definisi 2.6.1F kontinu mutlak pada interv, b] .

49



Teorema 3.1.13

Misalkan g:[a b — U adalah kontinu pada intervdla, bl , maka g
b b
terintegral Mcshane pada interJal bl dan (M )I g= (R)j g.

Bukti:

Diketahuig kontinu pada intervaja, b] , berdasarkan Teorema 2.8.5 ¢

terintegral Riemann pada interjal b], akibatnya untuk setiap>0 , terdapat
b
fungsi konstano, > 0pada intervala, b] sedemikian sehingg‘;g(P)—(R)J' %<£

, dimanaP adalah partisi berlabel yang subordinatdkeKarenag kontinu pada
interval [a, bl makag kontinu seragam. Berdasarkan Definisi 2.4.8, urdekap

£ >Oterdapaty > Ojika x, yO[a Hdan|y— X <7 berlaku|g(y) - g(%|<e.
3 (a0 . .
Pilih  &(x) =min /7,7 , untuk setiap xO[a g . Misalkan

D={(x.[.d]):1<isq adalah partisi bebas berlabel padab] yang
subordinat ked dan misalkan puleP ={(q.[¢, d]):1< i< ¢ , jelas P adalah

partisi berlabel yang subordinat ke.

Sekarang, perhatikan bahwa:
‘MDMWQI4=%XD—QF%-@W—(Q F

swmagmﬂgeaap%
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=0t -9)-Y d A d- O+ 6 P-( K |o
=i(g(x)—g(¢))(q—p>+ dp-( B F

q q
<D lax)-ge)(d-p+e<d e(d- 9+e=e( b pre
i=1 i=1
Hal ini menunjukkan bahwag terintegral Mcshane pada interJal b] dan

Tg=(R)f g.

Lemma3.1.14
Misalkan f :[a,b] - O . Fungsi f terintegral Mcshane pada intervh, bj

jika dan hanya jika untuk setiap>0, terdapat fungso >0 sedemikian sehingga

n

> (%)= F(y)](x = x,) <& dimanaD, ={(I,,x ):i <n} dan D, ={(K,y,):i<n}

i=1
adalah partisi bebas berlabel yang subordinatke

Bukti:
(=) Jika f:[a,b] —» 0 danf terintegral Mcshane pada intenja b], maka akan

dibuktikan  untuk setiaps >0 , terdapat fungsio >0 sedemikian sehingga
D)= F((x-xp) <€ dimana D, ={(1,,x):i <n} dan
i=1

D, ={(K;,y):i<n} adalah partisi bebas berlabel yang subordinat ke
Karena f terintegral Mcshane pada intervgd, bl , maka berdasarkan

Teorema 3.1.6 untuk setiap>0, terdapat terdapat fungg >0 sedemikian
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sehingga| f (D,) - f (D,)| <&, dimanaD, dan D, adalah partisi bebas berlabel

yang subordinat ke .
Misalkan, terdapa0 < k < nsedemikian sehinggé(x) < f(y),i<n

Perhatikan bahwa:

Zlf(x)-f(Y)l(X- X,) = ZI i)~ fy)|(x= X1)+Z| (- Gy x %)

i=k+1

=3 (Y X0 XEx )
ARIE R WICEES

Zf X (X)€%, -)Zf y( € X,
—|f D( -)D{ | Je

Untuk kasusf (x)> f(y),i< ndapat dilakukan dengan proses yang sama
seperti di atas. Jadi, terbukti bah\gq f(x)=fF(y)|(x=xy)<€.
i=1
(O ) Jika untuk setiaE >0, terdapat terdapat fungsi>0 sedemikian sehingga
i|f()g)—f(yi)|(>,(—)l(_l)<£ dimana D, ={(1,,%):i<n} dan
=

D, ={(K;,y):i<n} adalah partisi bebas berlabel yang subordinatykeakan

dibuktikan f terintegral Mcshane pada interjal b] .
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Bukti:

Diketahui untuk setia >0, terdapat fungsp >0 sedemikian sehingga
D)= F () (x-xy) <€ dimana D, ={(1,,x):i <n} dan
i=1

D, ={(K;,y):i<n} adalah partisi bebas berlabel yang subordinat ke
Misalkan, terdapat €k < n sedemikian sehinggd (x) < f(y),i<k dan

f(x)= f(y) k+1< i< n, maka

ilf(x)-f(yi)l(x X4) = ZI f(X) = f(y)|( x- x1)+Z| (%= (Gx: %)

i=k+1

1M i~ &

(f()ﬂ)_ f(y))( - )|(—1)+Z( f(?()_ f( y))(ix_ i)g1)

i=k+1

BREFISSWABIEEN

< z 0008 = )~ Y FN(K= K)

:|f D _)Dz(|<)€

Berdasarkan Teorema 3.1.6, maké&erintegral Mcshane pada interal b

Teorema 3.1.15

Jika f,g0M][a b dimana f dan g terbatas pada intervaja, bl , maka

fgOM[a b
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Bukti:

Diketahui f dan g terbatas pada intervdh, b] maka terdapat,N OO0 *
sedemikian sehinggd (x)| < M dan|g(x)|< N, untuk setiapx([a 1 . Karena f
terintegral Mcshane pada interJal b], berdasarkan Definisi 3.1.2, untuk setiap

£ > Oterdapat fungsd, > 0sedemikian sehingg_| f (x) = f(y)| (X~ x4) <t
i=1

2N
dimana D_={(1;,x):i<n} dan D’ ={(K;y):i<n} adalah partisi bebas

berlabel yang subordinat k&. Begitu jugag terintegral Mcshane pada interval

[a b] 1 terdapat fungsi J,>0 sedemikian sehingga
. £ . ; .

D la(x) = gly)|(x- X)<5- o, dimana D, ={(A.x):isn}  dan
i=1

D, ={(B. y): i< n} adalah partisi bebas berlabel yang subordina,ke
Perhatikan bahwa:

Pilih ~ o(x) =min{J,(x),0,(X}  untuk setiap xO[a by . Jika

D={(D,%):i<n} danQ={(Q, y):i< r} adalah partisi bebas berlabel yang

subordinat ked , maka;

i“()ﬁ)g(x)- ) Ayl %= %)
=31F 00000~ €0 K0+ 4 L9~ 13 63 %, %

si“()ﬁ)g(x)—q)ﬁ) f( Y| ( x- ‘Xl)+i| 63 6y- 6y 6 *, ¥
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=S 1000 00 - 1n|Ce= 1+ 3] ] d3= 6,31 %, )
siN|f(>§)— f(y)|(>i(— x_l)+i |\/|| dX- d M|(ix— x)
<Ni+|\/|i:g

2N 2M

Berdasarkan Lemma 3.1.1&rbukti fg O M[a b

Teorema 3.1.16

Jika f,gOM[a b, makamakq f g} dan min{ f,g} terintegral Mcshane

pada interval[a, b .

Bukti:

Berdasarkan Teorema  2.1.3makq f g} :%( f+g+/f-d) dan

. 1
min{ f,g} ZE( f+g-|f-d).
Dengan memanfaatkan Teorema 3.14 dan 3.1.9 terbaktivamakg f g} dan

min{ f , g} terintegral Mcshane pada intenjal bj .

Sekarang, jika f:[a,b] -0 adalah fungsi dan didefinisikan

f~=makq{-f ,§ dan f* =makg f ,§ maka dengan memanfaatkan Teorema

2.1.3mudah untuk membuktikan bahwa= f * - f‘dan|f|: fr+f-
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Teorema 3.1.17

Fungsif :[a, b] — [0 terintegral Mcshane pada intervdh, b] jika dan
hanya jika f “dan f " terintegral Mcshane pada intervéa, b .
Bukti:

Berdasarkan Teorema 3.1.6erbukti bahwd * dan f ™ terintegral Mcshane
pada interva[a, b} . Begitu pula jikaf *dan f " terintegral Mcshane pada interval
[a,b] , dengan memanfaatkan Teorema 3.1.4 terbukti balfwarintegral

Mcshane pada intervéa, b .

Teorema 3.1.18

Fungsi f :[a,b] - [ terintegral Mcshane pada intervdl b] jika dan

hanya jika| f|dan f * terintegral Mcshane pada intervi, b]

Contoh: Fungsi terintegral Mcshane:

Fungsi f :[0,1] — [0 dimana didefinisikan;

0, HN .
f(x):{l, ;DD ; ,untuk setiap €[ 0,1.

1
Maka akan dibuktikanf terintegral Mcshane pada inter\[all]danj f=0.
0

Bukti:
Dapat dienumerasikan seluruh bilangan rasional padarval [0,1]

sedemikian sehingga bisa dinyatakan dalam befthik . Definisikan himpunan

A={r 00 :r 0[0,1} . Untuk sebarange>0 , definisikan Jg(rk):% dan
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0.(X) =1, untuk xOO \J N[0,1] untuk sebarang partisi bebas berlabi2lyang
subordinat ked pada interval0,1]. Jelas bahwa, adalah fungsi positif pada
interval [0,1] . KarenaD yang subordinat ké pada interva[0,1] maka diperoleh
0<d -G <x+9, (>|<)—( Xx—90,( ;()) =20, (x) . Perhatikan bahwa, untuk label
x 00 \D maka f (x) =0. Jadi, yang menjadi perhatian kita adalah labell .
Akibatnya diperoleh;

0< 1 (X)(d ~) <104~ £)= 2, (X)= 5o =5

sehingga

z fOx)(d - P)"'Z f(x)(d-9

xOA xJA

Yt H-9

> F(x)(d —q)—0‘=

<D f X 0\(-@‘*)

=12 F X c](—q‘ﬁ 0

XOA

=Z(di—q)(si§=f

XOA

s
Berdasarkan Definisi 3.1.Z, terintegral Mcshane pada inter\[all]danf f=0.
0

Contoh: Fungsi Tidak Terintegral Mcshane

Misalkan | =[27",2"™!] untuk setiapn(J . Misalkan pula Zan

n=1
konvergen kondisional (konvergen Mutlak Bersyaradpn didefinisikan

f:[0,1] - [ dimana

£(x) = 2"a, ,UntL.Jk xa p
0 X lainnya

Akan dibuktikan f tidak terintegral Mcshane pada interyaJ1].
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Bukti:

Telah ditunjukkan bahwa fungsiterintegral Henstock pada interjal1]
(Gordon, 1944:155). Akan dibuktikan secara langstagwa fungsif tidak
terintegral Mcshane pada interv@,1] . karena f terintegral Henstock pada

interval [0,1] maka untuk setiag >0 ,terdapat fungso, >0pada interval0,1]

sedemikian sehinggg%f(P)—Zan <ldimanaP adalah sebarang partisi berlabel

n=1

yang subordinat ke .

Misalkan J adalah sebarang fungsi positif yang terdefinisi apauterval

[0,1] sedemikian sehinggad <9, . Untuk membuktikanf tidak terintegral

Mcshane pada interv@lD,1], akan dibuktikan terdapat partisi bebas berldbel

pada interval0,1] yang subordinat k& sedemikian sehing%aﬁ (D) —Za\1 >1.

n=1

Pilih bilangan bulat positiN >1sedemikian sehingga "** < 5(0)dan pilih
M-1
bilangan bulat positiM > N sedemikian sehingg2_|a,|= 4. Misakan;
n=N
7 ={n:N<n<M dan g=0
m={n:N<n< M dan g<0

Tanpa mengurangi perumuman, asumsikan babwaa, > 2. Misalkan R

nOmr

adalah partisi berlabel pa@"*,1]yang subordinat ké. Untuk setiapnO 77",

misalkan P, adalah partisi berlabel pada intervg] yang subordinat ked .
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Sekarang konstruksiP = | J R| J B J(0.[2™"]) dan D= J{(0.1,)}UP -

nor* ndm
Catatan bahwR adalah partisi berlabel yang subordinat&kean D partisi bebas

berlabel pada intervfd,1] yang subordinat k& . Dengan memanfaatkan Lemma

Saks-Henstock diperoleh:

[ N-1 [
‘f(D)-Zan‘= > -+ (A= a-> a-> an‘
n=1 ndmr n=1 ndrr* =M
N-1 [
2Y a0 15a-5a-5 4
nOm n=1 non* n=M
> 2% 1
Karena f(D)—iay1 >1 dimana D partisi bebas berlabel pada interval
n=1

[0,1] yang subordinat k&, terbukti f tidak terintegral Mcshane pada interval

[0,1].

Lemma 3.1.19

Jika f terintegral Mcshane pada intervdl, b] dengan f (x) = c untuk
b
setiapx[a b, makaj f =c(b-2a)

Bukti:

Karena f terintegral Mcshane pada intervgd, b] , maka berdasarkan
Definisi 3.1.2 diperoleh untuk setiap>0 terdapat fungsb >0 pada interval
[a ] dimanaD adalah partisi bebas berlabel pada intefad] yang subordinat

ke o, berlaku;
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S XL =Y K- K= b A

b
Hal ini menunjukkan,jcz c(b— 9

Teorema 3.1.20

Jika f terintegral Mcshane pada intervid b dan|f|<c, maka berlaku

<c(b-3a).

b
j f

Bukti:

Jika|f|s c, makaf <cdan-f <c. Berdasarkan Teorema 3.1.4 diperoleh

D e T

b b b
~f sjcjika dan hanyajika—jf sjc=c(b— 3.
b b b b
jf sjcjika dan hanyajikajf sjc:c(b— 3.
b
Akibatnya, diperoleh—c(b- a)sj f< b- 9. Berdasarkan sifat nilai mutlak,

diperoleh <c(b-a).

b
j f

Teorema 3.1.21

Fungsi f :[a,b] - [ , dimana[c,d] O] a B . Jika f OM[a, bjmaka f O0M|c, d]
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Bukti:
Untuk setiape>0, karenaf OM[a b], terdapat fungsid >0 sehingga

untuk sebarang partisi bebas berlabalanE yang subordinat k& pada interval

[a b], berlaku ;

|£(D)- f(E)| <.
Jika[c,d]O[a B, maka[a, bl =[¢ d U(O[ a b]j Berdasarkan Lemma

Causin, terdapat berturut-turud,,D,,D,,...,D, partisi bebas berlabel yang

subordinat ked pada intervalla, b],[ a, b],....,[ @, ] . Jika D' danE"adalah

partisi bebas berlabel pada interjgld] , maka

D:D'U[UDJ dan E:E'U{ DJ adalah partisi bebas berlabel yang
i=1

i=1

subordinat ked pada interva[a, b] , dimana berlaku;

S0 =)= Y f00(d= @+ (g0, untukx label partisiD .

x0D* x 0D
i fE)d -6)=> f(I)(d-g)+ > f(X(d- 0, untukt label partisiE .

= x0D

Dari kedua persamaan di atas, diperoleh;
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[F(D)-F(E) =2 f(x)Nd-¢)-2, f(0(d-9

x0D' xOE'

X 0D, X 0D,

=3 H-¢ IR Q)
1R 31 E|xe

Jadi, berdasarkan Teorema 3.X.6 M[c, d]

Teorema 3.22 (Teorema Akibat)

Misalkan fungsif :[a, b] — [J dan cD(a, b). Fungsif terintegral Mcshane
pada interval[a, ] dan [c, b] jika dan hanya jikaf terintegral Mcshane pada
interval [a, b] .

Bukti:

Berdasarkan Teorema 3.1.5 jelas bahwa jika furigerintegral Mcshane
pada intervala, ¢] dan [c, b] , maka f terintegral Mcshane pada intervyal b .
Sekarang akan dibuktikan sebaliknya. Jikéerintegral Mcshane pada interval
[a, b maka akan dibuktikarf terintegral Mcshane pada intenfal ¢ dan|c,b] .

Berdasarkan Teorema 3.1.21 jikaterintegral Mcshane pada interval [a,b]
maka f terintegral Mcshane pada setiap subintefaabl . Perhatikan bahwa
[a,c] O] a Bdan[c, bl O[ g § maka f terintegral Mcshane pada intenfal c] dan
[c.b].

O Jadi, teorema terbukti.
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Teroema 3.1.23

Jika f:[a,b] - 0 dan f OR g b, makaf OM|[a, b]

Teorema 3.1.24

Jika f:[a,b - [0 fungsi monoton, makd terintegral Mcshanepada

Interval[a, b .
Bukti:

Karena f adalah fungsi monoton, maka berdasarkan Teoremad02f7
terintegral Riemann pada Intervéh bl . Berdasarkan Teorema 3.1.28

terintegral Mcshane pada interyal b) .

3.2 Kekonvergenan Integral M cshane di Ruang Euclid [J

Misalkan fungsif didefinisikan sebagai limit dari suatu barisan fir(f, )

atau jumlah dere(z fkj . Misalkan f(x)=Ilim f (X untuk setiapx pada
n=1 =

k=1
interval | . Masalahnya adalah jikd, terintegral pada interval untuk setiap

nO0 apakah f terintegral pada intervall . Permasalahan serupa jika
f(x) = Z f.(X), untuk setiapx | , apakahf terintegral pada interval .
k=1

Teorema yang berkaitan dengan masalah ini yaittete® kekonvergenan,
memberikan syarat cukup agar limit dari suatu daari fungsi yang

terintegralkan akan terintegralkan pula. Dengamet®a ini memudahkan untuk
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menguji keintegralan suatu fungsi dan mengetahai imtegralnya tanpa melihat
langsung dari definisi.

Pada bab sebelumnya telah dijelaskan definisi déat-sifat integral
Mcshane. Sekarang akan dijelaskan bagaimana skainkergenan dari integral

Mcshane.

Teorema 3.2.1 (Teorema Kekonvergenan Monoton)

Misalkan (fn) adalah barisan monoton dari fungsi yang terintegral

Mcshane pada intervdl, b] dan misalkan pul4 fn) konvergen kef pada[a, b

. Jika lim j: f, berhingga makaf terintegral Mcshane pada intervgd, bl dan

n - oo

b X b
[ f=lim[f,.
Bukti:

Karena fungsif,, untuk setiapnO{ adalah fungsi yang terintegral
Mcshane pada intervéa, b, diperoleh untuk setiap >0 terdapat fungsd >0

pada intervala bl dimanaD adalah partisi bebas berlabel pada intefag]

yang subordinat k@& , berlaku <¢g, setiapk O[] .

fk(D)_T fk

Karena( f,) konvergen kef (berarti Kriteria Cauchy berlaku), maka

terdapatK, U sedemikian sehingga jika k2 K., maka,;
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| f (D)~ f,(D)| =

30 -8) =Y L00(d- 9

n

;(n&amx»q—¢b
AR ETEDLELS
<i£ct—q Felf—a ). *

Misalkan h — oo, dari (*) diperoleh f, (D) - f(D)| < &(b-a).

Sekarang, kerenh k2 K., maka,;

b b
Jt-I,

- f (D) + f (D) - f (D) + fh(D)_T f"

<

b
J
:

R

—no%hofnom

noﬂ#

<ctelh—-are=¢ (b-a)

b
Karena £ >0 sebarang, makéj' fhj adalah barisan Cauchy di , akibatnya
b
(J' fh) konvergen (misalkan konvergen ke, untuk suatuALl[l ).

b
Sehingga diperolelhim U fh] = Aatau dapat ditulis juga ;

Untuk setiape >0, terdapatk, [1[] , sedemikian sehingga jika= K, , berlaku
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Perhatikan bahwa;

|f(D)_AI:‘f(D)_ f.(D)+ fk(D)_'tf fk+j3 fk_A{
1A

karena terdapafA[ll] , dimana untuk setiap >0 dan diketahui terdapat fungsi

+

<[t Dy D+ D[,

<¢cl-ajpe+te=¢ (Fb-a)

0 >0sehingga,
|f(D)—A|<£(3+b— a)

dimanaD adalah sebarang partisi bebas berlabel yang suiabick o .

b
A adalah suatu integral Mcshane pada intef\aab] ,tulis A:J'f . Maka
Berdasarkan Definisi 3.1.2, diperoldiM|[a, b] .

b b
Diketahui pula,lim ( [ fn] = Adan A= f, diperoleh bahwd f = lirfy’,

n- oo

Contoh:

k k
Buktikan Iimj'(1+§j e“"‘xdx:i, untuk & 1.
KN k a-1

Bukti:

k
X —ax
Misalkan h (x) = (1+E] e ™, untukxd [0,k]

0 ,untuk lainny

k
Sekarang perhatikan fung$j (x) :(1+Ej . Akan dibuktikanll(im f(X) =¢€.

k k
Faktanya bahw{l+§j = ex;{ In( 1+lk(j J: exk Ir{ }T)((j
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. L X
Ik'[rl f (X)) = Iklmoexpkln(1+ kj

o)

= exelimT

Kk
dengan menerapkan aturan L’'Hospital diperoleh;

In (1+Xj
lim f (X :explim—k: explimﬁ: explin{k—i): expk
ke € koo 1 koo K+ X ool K+ X
k
k

Karena lim f,(x) =& maka h (%) :(1+EJ e® konvergen keege® = ¢ 9
pada inteval0,) . Misalkan f(x) = €, diperoleh fungsi primitif darif

¢ 1

adalahF (x) :j f(X) dx:ﬁ &9 makaF '(x) = €"*. Dengan memanfaatkan
0

Teorema Kekonvergenan Monoton dan Teorema Fundai€alkulus diperoleh

k 0
. _ —a)x o 1
|k|m£hxdx_£é1 de= K X =

Teorema 3.2.2 (Teorema Kekonvergenan Terdominasi)

Misalkan (f,) adalah sebuah barisan dari fungsi terintegral Masa
pada[a,b] dan misalkan pula barisaf,) konvergen titik demi titik ké pada
[a.b] dan limit dari barisan(f,) berhingga. Jika terdapat fungsi g yang
terintegral Mcshane pad[aa, b] sedemikian sehinggie[n(x)|s g(X untuk setiap

xO[a, b dan setiap n, maka fungdi terintegral Mcshane padga,b| dan

f

D — T

b

jf =lim
n— oo

a
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Bukti:

Dari hipotesis diperoleh—-g< f, < g . Diketahui pula barisan(f,)
konvergen titik demi titik kef dan limit barisan(f ) berhingga. Berdasarkan

Teorema 3.2.1 { terintegral Mcshane pada intenJal, b .
b b
Sekarang akan ditunjukkqﬁ'\f =lim j f.. Dengan Memanfaatkan Teorema
2.10.6 dan 2.10.7 maka;

b b b : b
L liminf f <liminf i f, :J'f :Iallmsup f <lim supja f, .

b b
Hal ini menunjukkanjf =lim | f,

a

Contoh:
1k
Buktikan lim Xk+1dx:}.
kowo X°+3 3
Bukti:

k

. X +1
Misalkan =
gk(x) Xk +3

makaO< g, (X)<1dan g, (X - % untuk x[0,1).

Dengan memanfaatkan Teorema Kekonvergenan Terdsmiaebukti bahwa

N O S
lim | ———dx==
kooo X° 43 3
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Teorema 3.2.3 (Teorema Kekonvergenan Seragam)

Misalkan (f ) adalah sebuah barisan dari fungsi terintegral Masé

pada [a,b] . Jika (f,) konvergen seragam ké pada [ab], maka f

n-o
a

b b
terintegral Mcshane padpa, b dan J'f =lim [ f,

Bukti.

Diberikan sebarang >0. Diketahui bahwa(f,) konvergen seragam

pada [a,b] maka untuk partisi bebas berlab® pada {a,b] diperoleh

<& untuk setiap n0l . Karena(f,) konvergen seragam pada

=,

[a,b] maka terdapat sebuah bilangan bulat posibf sedemikian sehingga

|fn(P)— fm(P)| < £ untuk setiapm, n=> N. Perhatikan bahwa

b b
f-f,

szn—fn(P)+ £ (P)=t.(P)+ £ P)_j: f*

b

[f.-t(P)

a

< +

fn(P)_ fm( P)‘+

f.( P)_E f"‘
<3¢

b

untuk setiapm, n= N. Hal ini menunjukkan bahwa bah\{é fn] adalah sebuah

a

b

barisan Cauchy di . Akibatnya, [J' fnjkonvergen. Katakanlah konvergen .

a

b
Akan dibuktikan bahwz{ f=L.
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Diberikan sebarang >0, terdapat sebuah fungsi positf pada[a, b]

sedemikian sehingga jik® adalah sebuah partisi bebas berlabel Qada] yang

b
subordinat ked maka berlak4 fn(P)—J' f,

b
<¢&. Karena (J' fn]konvergen ke L

b
maka terdapat sebuah bilangan buktsedemikian sehing# f,—L| <& untuk

setiapn= N . Karena(f,) konvergen seragam k& maka terdapaiN ([ ,
sedemikian sehingga setifiz N berlaku |f (P) - f (P)|<€.

Akibatnya:

|f(P)—L|:‘f(P)— f(P)+ fk(P)—i fk+f f— 4
[0

b b
Jadif terintegral Mcshane pada, b] danjf :Iimj f.

<|f(P)- f(P)++ +

fk(P)_JIlz fk

<3¢

Contoh:
2
Buktikan Ikim j x*edx=0.
]

Bukti:

Misalkan f, (x) = X€" untuk xO[1, 2]. Perhatikan bahwa;
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x> dane™adalah fungsi kontinu pada interjaj2]. Akibatnya, f, (x) = xX*e™
jelas fungsi kontinu pada interval2] . Sekarang akan ditunjukkafnf, (X))

barisan fungsi yang monoton.

Ambil sembarangk[1, 2]. Perhatikan bahwa:

X NG N x?
fl(X)—g,fz(X)zg,fs(X)zg,...,fn(X)ZE,...
Jelas bahwa f(x) > f,(X)> f,(¥>...> f (¥ >... sehingga terbukti bahwa

(f.(x)) adalah barisan monoton turun. Karef (x)) monoton  turun dan

2

infimum dari f,(X) :;(—kx adalah 0 maka 0 adalah titik limit dari bariggi(x)) .

Jadi, karena(f(x)) adalah barisan dari fungsi kontinu yang monotom da

konvergen keg(x) =0 (g(x) =0adalah fungsi kontinu) makaf, (x)) konvergen

seragam ke 0. Dengan memanfaatkan Teorema Kelganar Seragam terbukti

2
bahwalim | X’ dx=0

k- oo

Lemma 3.2.4

Jika f ,g0M][a bl sedemikian sehinggg < f, untuk setiapnU[l , maka
inf f_ terintegral Mcshane pada intervga, b .
Bukti:

Misalkan g, =min{ f,, f,, f,,...,f,} , berdasarkan Teorema 3.1.16 diperoleh

g,0M[a . Karenag,=min{f,f,,f,,...f} dan g, konvergen keinf f .
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Diketahui pula, karenay< f maka g<g,, untuk setiapnU[ . Berdasarkan

b b b
Teorema 3.1.4 diperolelj';g < lim I g, sJ‘ g

b
Akibatnya, diperoleh bahwa Iiﬂ‘rgn berhingga . dilain pihak diketahui pula
g, konvergen kenf f, . Berdasarkan Teorema 3.2.Inf f terintegral Mcshane
b b
pada intervala, b danj inff = Iimj' g, -

Proposisi 3.2.5 (Lemma Fatao)

Misalkan f_ ,gOM|[a bl sedemikian sehinggg < f untuk setiap AQlll .

b
Jika f =liminf f dan liminf J' f, berhingga, makaf terintegral Mcshane pada

n-o n- oo

b b
interval [a,b] dan [ f <liminf [ f,.

Bukti:
Jika g, =inf, f,, untuk kOO . Berdasarkan Lemma 3.2.4 didapgat

terintegral Mcshane pada interal b]. Karenag < f,dan g, =inf,. f, (berarti
b b b
g, < f, untuk setiapnO ) , diperolehjgs Iinjr g, < Iiminfj f . Karena

g, =inf, f, dan f =liminf f  hal ini menunjukkang, konvergen ke f .

n-oo

Berdasarkan Teorema 3.2.1 diperolekerintegral Mcshane pada intervyal b

daan = Ilmj‘gn < I|m|nf f.

n- o N- oo
a
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Teorema 3.2.6

Misalkan f,,g 0 M[a, b sedemikian sehinggg,|< g untuk setiapn0 .

Jika f=Ilimf maka f terintegral Mcshane pada intervalab] dan

n- oo

f

n-

Q C—— T

b
J1=im

Bukti:

Berdasarkan Teorema 3.2.2 diperoleh bahwegerintegral Mcshane pada

n- oo
a

b b
interval [a, b] dan diperolehjf = lim f,

Teorema 3.2.7

Misalkan ( f,) adalah barisan dari fungsi yang terintegral Mcskapada

[a,b] sedemikian sehinggéf,) konvergen kef padalab] . Jika IimLb f

00 00 b 00
berhingga dimana_|f,| dan Zj|fn| konvergen, maka_ f OM[a b dan
n=1 n=1

n=1g

) k
Untuk setiapkO0 , misalkang=>)|f| dan g, =Y |f|. Berdasarkan
n=1 n=1

Teorema 3.1.9 dan Teorema 3.1.4 , maka untuk setiagrintegral Mcshane

b K b w b
pada interva[a, b , dimanall(i[r;jgk =lim J'| f =Zj| fi|<oo.

n=13 n=1"a
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Berdasarkan Teorema 3.2.1 diperoleh balgtarintegral Mcshane pada

00

k
interval [a, b] , dimanal <g, < g dan Jim D= 1.
=% n=1 n=1

k
2,
n=1

Berdasarkan Teorema kekonvergenan Dominan, diﬂer@fn terintegral

n=1

b/ b b o b
Mcshane pada intervd, b] danj(z f“j =lim (Zk: fnj =lim Zk:j f, =Zj f,.
a \n=1 7 A \Un=L " 1R F1g
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