BAB |1

KEKONVERGENAN LEMAH

Bab ini membahas inti kajian tugas akhir. Di dalgmrakan dibahas
mengenai kekonvergenan lemah beserta sifat-sifeg yerkait dengannya. Sifat-
sifat yang dikaji pada bab ini sebagian sudah gatijumpai pada kekonvergenan
kuat. Diantaranya sifat ketunggalan dan kelineaBagaimana kaitan antara
kekonvergenan lemah dan kekonvergenan kuat pun dikamas pada bab ini.
Lebih jauh lagi diberikan syarat perlu dan cukupraguatu barisan pada suatu

ruang vektor bernorma konvergen secara lemabh.

3.1 Definisi dan Sifat-sifatnya

Pada pasal 2.4 telah dibahas definisi dari fumgdibnear terbatag pada
ruang vektor bernorm& dan ruang dualk’ dari ruang vektor bernorm4.
Konsep fungsional linear terbatas dan ruang duakan digunakan pada definisi

kekonvergenan lemah. Berikut ini adalah definisi Bakonvergenan lemabh.

Definisi 3.1.1
Diberikan X suatu ruang vektor bernorma dengan X' sebagai ruang dualnya.
Barisan {x,} di X dikatakan konvergen secara lemah di X jika terdapat x € X
sehingga

lim f(x) = f(x)

untuk setiap f € X'.
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Barisan {x,,} dikatakan konvergen secara lemah ke x dan dinotasikan dengan
X, = X.

Sdlanjutnya x disebut limit lemah dari barisan {x,,}.

Contoh 3.1.2
Diberikan suatu ruang HilbeH dan misalkade, } barisan ortonormal di. Akan
ditunjukkan bahwde,} — 0.
Misalkan f € H' sebarang. Berdasarkan Teorema 2.5.6, terdapatasecaygal
hs e H sedemikian sehingga untuk semum€ H berlaku f(h) = (h, hf).
Akibatnya, f(e,) = (ey, hr). Selanjutnya, karenge,} barisan ortonormal,
menurut Teorema 2.4.12 , untuk senhua H berlaku}.$_,|(e,,, h)|? = ||A]|?. Ini
berarti deref>_,|(e,, h)|? konvergen kd|h||?. Akibatnya,lim,,_,|{e,, h)|*> = 0
untuk setiaph € H. Karenahy € H, maka

lim £ (en) = lim (e, hy) = 0
Atau

lim f(ey) = £(0)

Karenaf sebarang, maka berdasarkan Definisi 3{&,} konvergen secara lemah

ke O.m

Sebagaimana diketahui bahwa limit kuat dari barsarg konvergen kuat
adalah tunggal, demikian pula dengan limit lemattagun ketunggalan dari limit

lemah dijamin oleh teorema berikut.
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Teorema 3.1.3
Jika suatu barisan di ruang bernorma X konvergen secara lemah, maka limit

lemahnya tunggal.

Bukti.

Misalkan limit lemah dari{x,} tidak tunggal sebutlahx dan y.
Berdasarkan Definisi 3.3.1
lim e f(2n) = f(x) dan lim e f(xn) = f(¥)
untuk setiapf € X'. Karena{f(x,)} barisan bilangan real, maka limitnya unik.
Akibatnya,f(x) = f(y). Dengan kelinearan dafidiperolehf (x — y) = 0 untuk

setiapf € X'. Sehingga berdasarkan 2.6¢3; y = 0 ataux = y.m

Selanjutnya, sebagaimana berlaku pada kekonvergdaaat, sifat
kelinearan juga berlaku pada kekonvergenan lemiédt.|&n dari kekonvergenan
kuat juga dimiliki kekonvergenan lemah, yaitu setsabbarisan dari barisan yang
konvergen lemah adalah juga konvergen lemah keé ya@lag sama. Dua buah

teorema berturut-turut berikut membenarkan haetars

Teorema 3.1.4
Misalkan {x,} dan {y,} barisan di ruang bernorma X. Misalkan pula a dan
adalah sebarang skalar. Jika terdapat x dan y pada X sehingga x, — x dan

Yn = ¥, maka ax, + By, = ax + Ly.

Bukti.

Diketahuix,, = x dany,, = y pada ruang bernorn¥asehingga
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limy e () = f(x) danlimye f(yn) = f(¥)

untuk setiapf € X'. Jika a dan B adalah sebarang skalar, maka dengan sifat
kelinearan darf diperoleh
lim f(ax, +Byn) = lim af (ea) + B ).
Karena{f (x,)} dan{f (y,)} barisan bilangan real, maka
lim af (o) + BFOn) = alim £ (o) + Blim fO) = af () + BF )
Selanjutnya dengan kelinearan dardiperoleh

af (x) + Bf () = f(ax + By).

Akibatnya
lim f(axn + Byn) = f(ax + By).

Karenaf sebarang dX’, maka berdasarkan definisi,, + By, = ax + fy.m

Teorema 3.1.5
Jika barisan {x,} di ruang bernorma X konvergen secara lemah, maka sebarang

subbarisan dari {x, } konvergen secara lemah ke nilai yang sama.

Bukti.
Diberikan suatu ruang bernormxa Misalkan{x,} barisan diX yang konvergen
secara lemah kec dan {xnk} sebarang subbarisan ddrt,}. Karena {x,}

konvergen secara lemah ke makalim,,_,., f(x;) = f(x) untuk setiapf € X'.

Karena{f (x,)} barisan bilangan real, maka untuk seffap X’ juga berlaku
lim £ (%) = f(%)

atau
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lim f(xn,) = lim f (2)
diperoleh
lim f(xn,) — lim f(x) = 0
Dengan menggunakan kelinearan dari limit bariséenban dan kelinearan dari
f, diperolehlimy,_,, f(xnk —x) = f(0). Karena persamaan terakhir ini berlaku
untuk setiap f € X', maka berdasarkan definigi(x,, ) —x} = 0. Dengan
kelinearan dari kekonvergen lemah yang telah dikkgn sebelumnya diperoleh

{xp,} = x.m

Teorema berikutnya menunjukkan bahwa jika baris@n,} di ruang
bernormaX konvergen secara lemah, katakanlahxkemaka ||x| tidak akan

melebihi limit bawah darix,, ||.

Teorema 3.1.6
Jika barisan {x,,} konvergen secara lemah ke x di ruang vektor bernorma X,
maka

llx]l < lim inf]|x,, ||

Bukti.
Untukx = 0 jelas terpenuhi. Selanjutnya, misalkasg 0 maka menurut Teorema
2.6.2, terdapaf € X' sehingge (x) = ||x|| dan||f]| = 1. Karena{x,,} konvergen

secara lemah ke, makalim,,_,, f(x,) = f(x). Dengan kata lain,
lim |f () = f()] = 0

Karena



If Gl = IF@OI| < 1f Gen) = F (0
Maka
lim |If ()| = 1f Go)l| = 0
Dengan kata lain,

lim | Geo)| = £ )|
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Ini berarti, untuk setiaf > 0 terdapatV, € N sehinggd|f (x,)| — If ()| <%

untuk setiapn > N,. Akibatnya, |f(x)| — % < |f(xp)| untuk setiapn > N,.

Darinya, diperoleh

1
f GOl = < infusn | Gl
Jikak — oo, maka% — 0 danN; — oo.

Akibatnya,

. T
lim [f @) = = < lim infyan, |f ()
maka

GO < Jim infosw, If Geo)

Karenaf (x) = ||x|| diperoleh
llxIl < lim inf|f (x|
Kemudian, karen§f|| = 1 dan karena teorema 2.5.5 , diperoleh
If Gl < MIF el = x|l
Akibatnya

lim inf|f (x,)| < lim inf||x,||

(3.1)

(3.2)
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Dengan demikian, berdasarkan (3.1) dan (3.2), ktrbahwa

x|l < liminfllx,|| =

3.2 Keterkaitan Konvergen Lemah dan Konver gen Kuat
Seperti yang telah disinggung sebelumnya padaIB#dpologi lemah

adalah topologi yang paling lemah di antara togiolainnya. Artinya, semua
himpunan buka yang didefinisikan pada topologijiuga termuat pada topologi
lainya termasuk pada topologi kuat. Dengan demjkidambul dugaan
kekonvergenan kuat akan berlaku pada kekonvergés@wah, namun tidak
sebaliknya. Pada bagian ini akan ditunjukkan keiéxk tersebut, yaitu
keterkaitan antara barisan yang konvergen lemahkdamergen kuat. Dimulai
dengan teorema berikut yang membenarkan dugaananpert bahwa

kekonvergenan kuat selalu mengakibatkan kekonvargiEmah.

Teorema 3.2.1
Jika {x,} barisan di ruang vektor bernormakonvergen secara kuat ke maka

{x,} konvergen secara lemah ke

Bukti.
Diketahui dari Teorema 2.5.5 bahwa untuk sefiaX’ dan untuk setiap
x € X berlaku
If Ol < llxllx 1 f 1l

Akibatnya, dengan kelineargndiperoleh

|f Cen) = FOO| = 1f (e = 01 < ot = Xl £l
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dan
0 <|f(xn) = fFOOI < lloxn — xllx Il llx/
Karenaf{x,,} konvergen secara kuat ke makalim,,_,||x,, — x|| = 0. Akibatnya,

lim,,_, |1, — xllx Il fllx, = 0. Sehingga
lim |f(xn) = fC)| =0
Dengan kata lainjm,,_,, f (x,) = f(x). Karena ini berlaku untuk setigpe X',

maka berdasarkan Definisi 1.3{%,,} konvergen secara lemah kem

Teorema di atas telah memberikan fakta bahwa kekgewan kuat selalu
mengakibatkan kekonvergenan lemah. Sekarang, apedainvergenan lemah
akan selalu mengakibatkan kekonvergenan kuat? @drgokut akan menjawab

pertanyaan tersebut.

Contoh 3.2.2
MisalkanX = C[0,1] dan barisakx,} di X, yaitu

nt ,t€f0,1/n]

x,(t) =<2—nt ,t € (1/n,2/n]

0 ,te(2/n1]
Akan ditunjukkan bahwa, — 0 tetapix, » 0.
Andaikan {x,} tidak konvergen lemah ke nol. Ini berarti terdaggate X’
sedemikian sehinggalim,,_,, fo(x,) # fo(x). Akibatnya, terdapate, > 0
sehingga untuk setiape N,

IfoCxn)| > &,

Dalam hal ini, misalkanf, (x,) > &,
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Pilih sub barisan{x,, }dari {x,} sedemikian sehinggay,, > 2n, dengan

fo(xn,) > €. Kemudian definisikan

K

Yk = Z Xn, ()

k=1

Selanjutnya perhatikan bahwa
Nk+1 > an atau Ng < %nk+1 atau Z/nk+1 < 1/nk
maka

Vi = Xny () + X, (€) + -+ + x5, (0)

n1t+n2t++nKt ;tE nllgzl[Orl/nk]
=2 -n1t) + (2 —nyt) + -+ (2 —ngt), t € NEX_,(1/n4, 2/14]
0 ,t € NK_L(2/ny, 1]

_{(n1+n2++n1{)t ,tE[O,l/nK]
o ,t € (2/ny, 1]

Perhatikan bahway,(t) naik pada[0,1/ng]. Akibatnya, y,(t) mencapai
maksimum di, = 1/ng. Sementara itu,
ny < ony
1 3
n1+n2 <En2+n2 =5n2

3 3 7
Tl1+n2+n3 <5n2 +Tl3<z7’l3 +Tl3=z7’l3

2K —1

n1+n2+n3+---+nK<W

Ng

Dengan demikian,

e = )+ () e )

= +ny++ng) U,
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2K —1
< WTLK . 1/nK
2K —1
= k-1
1
=2-55<2
Diperoleh
K
V() = ), (0) <2
k=1

Akibatnya,|yx| < 2 untuk semu& . Selain itu, diperoleh

K
FOR = ) fm) > Keg

k=1
Karena ketaksamaan di atas berlaku untuk sekhaian |y,| < 2, makaf tak
terbatas. Ini kontradiksi, karenfafungsional linear terbatas. Dengan demikian,
pengandaian salah. Haruslélkonvergen secara lemah ke nol.

Kemudian, pilihe; =2 . Perhatikan bahwa untuk semuaN berlaku

lx, |l = max,epoq17lxn (£)| = 1 > &. Ini berarti(x,) tidak konvergen secara kuat
ke nol. Dengan demikian telah ditunjukkan bahwg) konvergen secara lemah

ke nol, tapi tidak konvergen secara kuat ke mol.

Contoh di atas menunjukkan bahwa ada barisan angergen lemah
tapi tidak konvergen kuat. Namun demikian, suatisba(x,) pada ruang vektor
bernormaX yang konvergen lemah akan selalu konvergen KkatrpangX

berdimensi hingga. Fakta tersebut dijelaskan paol@ita berikut.
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Teorema 3.2.3
Misalkan (x,,) suatu barisan di ruang vektor bernorma X yang konvergen secara
lemah ke x. Jika X berdimensi hingga, maka barisan (x,,) konvergen secara kuat

ke x.

Bukti:

Diberikan X ruang vektor bernorma berdimerisidengan{e,, e,, ..., e} adalah

basis untukX. Misalkan(x,) suatu barisan di ruang bernoriiayang konvergen
secara lemah ke. Karenax, € X untuk setiapn = 1,2, ..., maka untuk setiap
n =1,2,..,x, dapat dinyatakan sebagai

(m) (m)

=aMe; +aM ey + -+ aVey.

Xn
Kemudian karena dari definisi juga termuat dalamfy, makax dapat dinyatakan
sebagai

X =ae; + aze;, + -+ agey,.
Selanjutnya, didefinisikan fungsional lingfare X', yaitu
filey) = {(1) i zj

Karena(x,) konvergen secara lemah ke maka untuk setiap= 1,2, ..., k,
fi(x,,) = fi(x). Sedangkan berdasarkan definisi déridan kelinearan darf
diperoleh

)

(n) el + te + ak

filx,) = fi(ain)el + aé") e, + -+ q ex)
= a™fi(e)) + aVfi(e) + -+ a™fi(e) + -+ afi(ex)

=2 0+aP. 04 +a™ 14 +a0
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(n)
dan
filx) = fi(are; + aze; + -+ aje; + -+ + agey)
= aifi(er) + axfi(ez) + -+ aifi(e) + - + apfi(ex)
=a1.0+a,.0++a;. 1+ -+ a0
= a;.
Akibatnya, al.(") - q; untuk setiapi = 1,2, ..., k. Selanjutnya, misalkaM =
maks;||e;||. Diberikane > 0. Karenaal.(") - a; untuk setiap = 1,2, ..., k, maka
terdapat N € N sedemikian sehingga untuk setiap>N dani=1,2,..,k,
berlaku |al.(") - al-| < ﬁ Akibatnya, bersamaan dengan penggunaan
ketaksamaan segitiga, diperoleh
I = xll = | & ™We; = Tl aie|
= ”Z?:l(ai(n) - Ofi)ei“
< (@™ —a)e]| + -+ [| (™ — i x|
= [, ™ — ayllegll + - + | ™ — | llexl
<=M+t M
=k (ﬁM) = ¢&.
Karenas > 0 sebarang, terbukti bahwg — x atau barisam,, konvergen secara

kuat kex. m

Teorema 3.1.3 di muka menunjukkan bahwa dalam gruzerdimensi

berhingga, kekonvergenan secara lemah mengakibdtkonvergenan secara
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kuat. Di sisi lain, telah jelas bahwa kekonvergesanara kuat mengakibatkan
kekonvergenan secara lemah. Dengan demikian, peatey rberdimensi hingga,
kekonvergenan secara lemah ekuivalen dengan kelgenan secara kuat.
Namun, tidak selalu kekonvergenan lemah tidak elteivdengan kekonvergenan
kuat pada ruang berdimensi tak hingga. Contoh beakan menegaskan hal yang

demikian.

Contoh 3.2.4

Akan ditunjukkan bahwa padd!, kekonvergenan lemah mengakibatkan
kekonvergenan kuat. Andaikan kekonvergena lemalak tignengakibatkan
kekonvergenan kuat, maka terdapat barigdght = {y},y2,...} di I! sedemikian
sehinggay! = y, tapiy » y,, dimanayX = (y¥,y¥, ...) dany, = (1,2, ...).

yI =y, artinya, untuk setiag € (I*)" berlaku f(y") - f(y,). Dengan kata
lain,

If ) = FOl = If i = )1 = 0 ...(3.3)

Misalkan{e,,} basis untuk’, dimana

e; = (1,0,0,..)
e, = (0,1,0,...)
e; = (0,0,1,...)

Maka dapat dituliskag; = Y52, y;" e; dany, = X%, y; e;. Akibatnya,
IfF ) = FOl = |f(E5zay) e — X205 6|
= [f(E7a 0 — i) &)l



57

= 2707 - ) £(e)]

Sehingga dari (3.3) diperoleh
2207 = 3;) f(e))| = 0

Untuk setiapf € (11)'.
Contoh 2.5.6 menunjukkan bahw@})’ = [® dan telah ditunjukkan bahwa untuk
setiap f € (I1)' terdapat f(e;) € [ dimana {e;} € I. Akibatnya, dengan
memisalkar(y} — y;) = x*. Diperoleh

|Z;°=1xj" Zj| -0 (3.4)
untuk setia = (z4, z,, ... ) € [®. Selanjutnyay;! » y,, artinya

lym = ynll = 252y = vl = ZiZa|af| > € (3.5)

untuk suat, > 0 dann=1, 2, ...

Selanjutnya piling; = §j,j = 1,2, ... dimana

3 {0 jikaj # k
k= 1jikaj =k
Sehingga dari (3.4) diperoleh
x™ -0, k=1,2, (3.6)

Kemudian misalkamy = ng = 0 dan definisikan secara induktif barisanJ dan
{n} sebagai berikut. Jikan.; dan n.; diberikan, misalkamy bilangan bulat

terkecil yang memenulm>n,.; sehingga

mg—
Z]:l !

xj("")| <¢/; (3.7)
Danmy bilangan bulat terkecil yang memenuaf m.; sehingga

z;?';1|xj<”k>| </ (3.8)
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Sekarang misalkan = (z4, z,, ... ) sebarang vektor di°. Definiskan
z; = sgn xj(nk)' My <j<m, k=12,..
Dimanasgn « adalah fungsi signum yang didefinisikan men%jijntukocqt 0,

0 untukec= 0. Jadi, dari (3.7) dan (3.8)

57 o - e <25

0| 4237, 0] <22

j=my
Dari (3.5) diperoleh

|Z(])'o=12jxj(nk)| > 8/5, k= 1, 2,
Hal ini kontradiksi dengan (3.4). Dengan demiki@ngandaian salah, haruslah

kekonvergenan lemah mengakibatkan kekonvergenarpkida ruang'. m

3.3 Syarat Suatu barisan Konvergen Lemah

Seperti yang telah diketahui, kemonotonan danrlkatasan suatu barisan
di R menjadi syarat agar barisan tersebut konvergearaekuat. Sekarang
bagaimana syarat agar suatu barisan di suatu foemgprma konvergen secara
lemah? Sebelum sampai pada penjelasan tersebut dikanukkan terlebih
dahulu bahwa suatu barisan yang konvergen seeanahl selalu terbatas secara
seragam dalam norma. Keterbatasan secara seragam darma ini akan
menjadi salah satu syarat agar suatu barisan kgpewesecara lemah. Untuk

menunjukkannya, diperlukan definisi berikut.

Definisi 3.3.1 (Kategori)
Suatu himpunan bagian M dari ruang metrik X dikatakan

a. Tidak padat, jika M tidak memiliki titik interior.
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b. Kategori 1, jika M merupakan gabungan dari sgumlah terbilang
himpunan yang tidak padat di X.

c. Kategori 2, jika M bukan kategori 1 di X.

Teorema 2.1.13 menunjukkan bahwa ruang vektor bex@dalah juga
ruang metrik. Dengan demikian, semua Teorema yarigku pada ruang metrik
berlaku juga pada ruang vektor bernorma.

Teorema berikut ini akan menunjukkan bahwa setiapg metrik lengkap
yang tak kosong termasuk ke dalam kategori 2. Derkgaa lain, setiap ruang

Banach tak kosong termasuk ke dalam kategori 2.

Teorema 3.3.2 (Baire-Hausdorff)

Suatu ruang metrik lengkap yang tak kosong adal ah kategori 2.

Bukti.

Misalkan {M, };~—; koleksi dari himpunan-himpunan yang gabungannya
membentuk ruang metrik lengkap AndaikanX termasuk ke dalam kategori 1.
Maka untuk setiap n=1,2,..M, tidak memiliki titik interior atauM,, tidak
memuat himpunan buka tak kosong.

Sekarang, perhatikai,. KarenaM; tidak memuat himpunan buka tak
kosong maka/, ¢ buka dan¥;¢ = X. SehinggaV,¢ memuat bola tutup; (x, ;)

dengan titik pusak; dan beradius;. Asumsikan0 < r; < % Dengan argumen

yang samaM,® memuat bola tutug,(x,,7;) yang dimuat diB; sehingga
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0<n< 212 Dengan terus mengulang argument yang sama dipebbakisarB,,}
dari bola-bola tutug, (x,,, ;,) dengan

0<r,<—, B,,CSB, dan B,NnM, =0, untuk setiap = 1,2, ...

21‘L
Dengan demikian, untuk setiap< m, x,, € B, sehinggad(x,, x,,) <1, < =,

211.

Akibatnya,

0 < limy, 100 d(X, X)) < lim =

nm-oo 2™

Karena lim zin = 0, makalim,, ;, . d(x,, x,) = 0. Dengan demikian, barisan

nm-00
(x,) dari titik-titik pusat dari bola-bola tutup di atanembentuk barisan Cauchy.
Selanjutnya, misalkar menjadi titik limit dari barisan Cauchgx,). Asumsi
bahwaX ruang yang lengkap mengakibatkare X. Sehingga dari sifat ketak
samaan segitiga dari metrik diperoleh
d(x,,x) < d(xy, X)) + d(x, x) <1+ d(xpy, X)

Akibatnya bersamaan dengan penggunaan sifat kedimdianit diperoleh

nl}_r}r(%o d(x,, x) < nlll_r>rgo (rn + d(x,, x)) = 7Tlli_r)réorn + 77lli_r)rgod(xm, x)

Karena(x,) konvergen kuat ke maka lim d(x,,, x) = 0. Akibatnya,
m—-oo

d(x,,x) <,
Dengan kata lainy € B, untuk setiaps = 1,2, .... Sehingga untuk setiap€ N, x
tidak termuat dalam himpuaM,,. Artinya, x tidak termuat dalany;-, M,, = X.
Ini kontradiksi dengan asumsi bahwé ruang lengkap. Dengan demikian
pengandaian salah harusl&h bukan kategori 1. Artinya¥ termasuk ke dalam

kategori 2.m
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Teorema selanjutnya akan membahas mengenai Prisiprbatasan
Seragam yang dikenal sebagai Teorema Banach-Stsinfl&orema tersebut
menjelaskarX suatu ruang Banach kemudian suatu barigancy terbatas pada
setiap titik xeX ternyata barisartf,),cy terbatas secara seragam. Dengan kata

lain, keterbatasan titik demi titik mengakibatkasdtbatasan seragam.

Teorema 3.3.3
Jika X ruang Banach dan {f,},ey koleks fungsional linear terbatas pada X
sedemikian sehingga untuk setiap x € X terdapat L(x) > 0 sehingga
Ifo (Ol < L(x)
untuk semua f,,, maka terdapat konstanta ¢ > 0 sehingga

I, Il < ¢ untuk semua f;,.

Bukti.
Untuk setiapt € N misalkan4, c X yang didefinisikan oleh
A, ={x eX||f,(x)| <k, VveEN}
Misalkan pula(xj) sebarang barisan di; yang konvergen kuat ke. Artinya,
untuk setiap= 1,2, ... |f,(x;)| < k. Kemudian, kareng, fungsional linear terbatas
padaX, maka menurut Teorema 2.3,5kontinu padaX. Akibatnya,|f, (x)| < k.

Dengan kata laing € A, dan akibatnya;, himpunan tutup.
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Diketahui bahwa keterbatasafy mengakibatkan untuk setiap € X
terdapat L(x) > 0 sehingga |f,,(x)| < L(x). Akibatnya, untuk suatuk € N
sedemikian sehingga > L(x) > 0 diperoleh

|f,(x)] < L(x) < k untuk setiapx € X.
Akibatnya, untuk setiapx € X termuat pada suatd,. Dengan demikiankX =
Ur=1 Ax. KarenaX lengkap, maka menurut Teorema 3.X2ermasuk ke dalam
kategori 2. Artinya, terdapat,, sebutlahd, , yang memuat himpunan buka tak
kosongB, = {x € Ak0|||x0 —x|l<r,r> O}.
Selanjutnya, misalkan # 0 € X. Konstruksi

z =xy +yx dimana y =

(3.1)

2]l

Maka z = x, +£ sehinggal|z — x|l < r. Akibatnya, z € B, c A, Sehingga
berdasarkan definisi dard, diperoleh |f,(z)| < k, untuk setiapv € N.
Kemudian, karenayeB, makal|f,(x,)| < k,. Berdasarkan (3.1 = %(z — Xo)

sehingga untuk setiape N diperoleh

I/l =

£,G (2= xo))|

= | fy(z = xo)|

< (@ + 100
< 250 (kg + ko)

4
=2 lxllk

Akibatnya, untuk setiap € N,
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4
Ifoll = supjxpzol fo ()| < ;||x||ko-
Ini menunjukkan bahwa terdapat=§||x||k0 > 0 sedemikian sehingga untuk

setiapv € N berlakul|f, || < c. m

Selanjutnya, teorema berikut ini adalah konsekiuggs teorema Banach-

Steinhaus.

Akibat 3.3.4
Jika {x,},en koleks titik-titik di ruang Banach X sedemikian sehingga untuk

setiap fungsional linear terbatas f € X' terdapat M(f) > 0 sehingga

|f (x| = M(f)

untuk semua v € N, maka terdapat konstanta ¢ > 0 sehingga

Iz, || < ¢ untuk semua v € N.

Bukti.

Teorama 2.5.7 memberikan fakta bahwa Ruang ddaldari ruang
bernormaX merupakan ruang Banach. Selanjutnya, misalkgp) _ suatu
barisan diX" dengan(x,),ey barisan diX. Maka akan terdapa¥(f) > 0
sedemikian sehingga

|92, ()| < M)

untuk setiagf’ € X'. Berdasarkan definisi ruang dual kedya(f) = f(x,), maka

|gx,,(f)| = If(xv)l < M(f)
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Selanjutnya, perhatikan bahwa menurut Teorema BaStanhauus terdapat
¢ > 0 sedemikian sehingga
lgx, (Ol < €
Untuk setiapv € N. Akibatnya, bersamaan dengan penggunaan Teore®®8 2
diperoleh
x|l < ¢

untuk semua € N.m

Selanjutnya, Teorema 3.3.4 di atas akan meng&iababarisar{x,} di
ruang bernorma& yang konvergen secara lemah terbatas secara sedajam

norma.

Teorema 3.3.5
Barisan {x,} di ruang vektor bernorma X yang konvergen secara lemah terbatas
secara seragam dalam norma, yaitu terdapat ¢ > 0 sehingga

Ixall < c.

Bukti.

Diberikan X suatu ruang bernorma. Misalkdm,,} barisanX yang konvergen,
katakanlah kex. Sehingga untuk setiap X’ f(x,) — f(x). Akibatnya, f(x,)
terbatas untuk setiap € X'. Dengan kata lain, terdapM(f) > 0 sedemikian
sehingga|ng(f)|SM(f). Dengan kondisi yang demikian, Teorema 3.3.4
menjamin bahwa terdapat> 0 sedemikian sehingdé, || < c, ini menunjukkan

bahwaf{x,, } terbatas secara seragam dalam nomma.
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Teorema di atas menunjukan bahwa setiap bafisgnpada suatu ruang
bernormaX yang konvergen secara lemah keakan selalu terbatas secara
seragam. Lebih jauh lagi, jik&(x,) — f(x) untuk setiagf pada suatu himpunan
bagian dariX’ yang rapat diX’ maka kebalikan dari teorema tersebut berlaku.
Kondisi yang demikian yang merupakan syarat cukap gerlu suatu barisan di
suatu ruang vektor bernorma konvergen secara lefredrema berikut ini akan

menegaskan hal tersebut.

Teorema 3.3.6
Barisan {x,} di ruang vektor bernorma X memenuhi kondisi berikut
i. Barisan{x,} terbatas secara seragam dalam norma
i, limy,Le f(x,) = f(x) untuk setiap f € D dengan D € X' yang rapat di X’
Jika dan hanya jika (x,,) konvergen secara lemah ke x.
Bukti.
(=) Misalkan{x,,} sebarang barisan di ruang bernohaMisalkan pulaD < X’
himpunan yang rapat di’. Diberikan ¢ > 0 sebarang. Karenf rapat, maka
D = X. Artinya, untuk setiapg € X' terdapath € D sedemikian sehingga
llg — h|| < €. Dengan ketaksamaan segitiga diperoleh
l9(xn) — g (| = 1g(xn) — h(xy) + h(xy) — h(x) + h(x) — g(x)]
< lgG) — h(e)| + [h(xn) — h(0)] + [R(x) — g(x)]
= [(g — D (x| + [h(xp) — ()] + [(h — g) ()]

< llg = hllllxnll + 1hCxn) — RC[ + [l — glHIx]l
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Selanjutnya, asumsikan bahva,} terbatas secara seragam dalam norma, yaitu
[l ]l < c untuk suatw > 0. Akibatnya, diperoleh
19(xn) — g(x)| < ec + [h(xn) — R()| + llx]|
Karena lim,,_,. f(x,;,) = f(x) atau lim,_|f(x,) — f(x)| =0 untuk setiap
f € D, maka

lim|g(x,) — 9GO < ec + lim [h(e,) = hGO| + el

= g(c+ lIxID
Karena ketaksamaan terakhir berlaku untuk setiap0, maka diperoleh
lim |g(x,) —g(x)| =0 atau lim g(x,) = g(x)
Karenag € X' sebarang, makia,,} konvergen secara lemah ke
(&) Misalkan {x,,} konvergen secara lemah ke Sudah ditunjukkan pada
Teorema 3.3.5 bahwa{x,} terbatas secara seragam. Selanjutnya kafepa
konvergen secara lemah kelim,,_,, f(x,) = f(x) untuk setiapf € X'. Karena

D c X', maka pastilalim,,_,,, f(x;) = f(x) untuk setiaff € D. =



