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PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Misalkan diberikan suatu ruang vekt®ratas lapangai® atauC. Jika X
dilengkapi dengan suatu nornjjal|, maka dikenal bahw& suatu ruang vektor
bernorma. Kemudian diperoleh hubungan bahwa norata § tersebut dapat
mendefinisikan suatu fungsi metrkpadaX yang didefinisikan oleh

d(x,y) = llx = yll
untuk setiape dan y anggot®. Akibatnya, ruang vektor bernornrkamerupakan
suatu ruang metrik. Selanjutnya, untuk sebarargX dan sebarang > 0,
misalkan B(p,&) menotasikan himpunan dari titik-titik dk yang jaraknya
terhadap kurang dark, yaitu
B(pe) ={xeX| dx,y) =lx—yll <&} (1.1)

B(p, €) ini mendefinisikan bola buka pada Lebih jauh lagi, keluarga dari semua
bola buka yang didefinisikan pada (1.1) membanguatus topologi bagiX.
Akibatnya, X yang semula diketahui suatu ruang vektor berndmmaudian juga
ruang metrik, ternyata membangun ruang topologipol@gi yang himpunan
bukanya didefinisikan seperti pada (1.1) adalepologi kuat atau topologi
normadariX.

Selanjutnya, jika ada topologi lain darisedemikian sehingga topologi ini

merupakan subkoleksi dari topologi di atas, makaolwgi baru ini dikatakan



lebih lemah dari topologi di atas. Pada ruang wekrnormaX, selain dikenal
topologi kuat (topologi norma), dikenal pulapologi lemah. Topologi ini adalah
topologi terlemah di antara semua topologi pEdgang membuat semua fungsi
padaX kontinu. Topologi lemah da# ini didefinisikan menggunakan ruang dual
X' dari X. Ruang dual ini terdiri dari semua fungsional #ng yang membaw&
ke lapangarnR atau C dan kontinu terhadap topologi kuat. Topologi lemiaih
dibangun oleh koleksi himpunan berbenfuk (U) dimanaf € X' danU adalah
subset buka pada lapangRratauC. Sehingga bola buka pada topologi lemah ini
didefinisikan oleh

B'(pe)={xeX| lIf)—-fIll<efeX}

Konsep topologi dari suatu ruang vektor bernormiaeiat kaitannya
dengan konsep barisan dari ruang tersebut. Lebilh, japendefinisian
kekonvergenan dari suatu barisan Xibergantung pada topologi mana yang
sedang digunakan. Kekonvergenan yang selama igundkan adalah
kekonvergenan pada topologi kuat, yang populega@mama konvergen kuat
(strongly convergence) atau konvergen norma, yang selanjutnya disebut
konvergen saja.

Misalkan barisan(x,,) di X konvergen secara kuat ke Untuk setiap
himpuan bukaB (x, €) yang memuak terdapat, € N sedemikian sehingga jika
n>n, maka x, € B(x,¢). Dengan kata lain, barisafx,) di X konvergen
secara kuat ke jika untuk setiag > 0 terdapati, € N sedemikian sehingga jika

n = n, makal|x, — x|| < e.



Kekonvergenan pada topologi kuat memiliki beberaifat, diantaranya
sifat ketunggalan, keterbatasan dari barisannya, Bisrdasarkan uraian di muka,
penulis tertarik untuk membahas kekonvergenan papalogi lain, khususnya
topologi lemah. Apakah sifat-sifat kekonvergenamgyderlaku pada topologi
kuat diwariskan pada kekonvergenan pada topolagialte Bagaimana kaitan
barisan yang konvergen pada topologi kuat dengasdmayang konvergen pada
topologi lemah. Syarat perlu dan cukup apa saj@ yemus dipenuhi agar suatu
barisan konvergen pada topologi lemah.

Selanjutnya, konsep kekonvergenan pada topologi kendefinisikan
himpunan yang kompak secara barissquentially compact set), yaitu himpunan
yang setiap barisannya memuat subhimpunan yangekgen secara kuat. Lebih
dari itu, apakah ada pendefinisian kekompakan aebarisan pada topologi
lemah, dalam arti konsep kekonvergenan yang digamaidalah kekonvergen
lemah. Kemudian, apakah Teorema Bolzano-Weirsyrasg berlaku pada ruang
bilangan real dalam konteks konvergen kuat jugdakerpada sebarang ruang
vektor bernorma dalam konteks kekonvergenan len@keh karena itu, penulis
menyusun tugas akhir dengan judi{ekonvergenan Lemah Pada Ruang

Vektor Bernorma’

1.2 Rumusan dan Batasan M asalah
Inti kajian tugas akhir ini adalah mengkaji seckefaih dalam sifat-sifat
dari kekonvergenan lemah, yang dimotifasi olehtsifiat yang dibangun oleh

kekonvergenan kuat.



Dalam karya tulis ini akan dibahas sifat-sifat apga yang yang berlaku
pada kekonvergenan kuat yang juga berlaku padankekgenan lemah, atau sifat
apa saja yang dimiliki barisan yang konvergen lempahg tidak dimilki oleh
barisan yang konvergen kuat. Selain itu, pada tudmsr ini juga diungkap
hubungan antara barisan yang konvergen secara léamakonvergen secara kuat,
apakah setiap barisan yang konvergen lemah jugavekgen kuat, atau
sebaliknya. Tidak hanya sampai disitu, hal yangiserdiidentifikasikan pula
pada kekompakan secara barisan dan secara lentain. i&g akan diungkap pula
keberlakuan Teorema Bolzano-Weirstrass dalam kerkkekonvergenan lemah.

Dengan demikian, secara khusus rumusan masalah diaabas pada
karya tulis ini adalah:

a. Sifat-sifat apa saja dalam kekonvergenan kuat yaedaku pada
kekonvegenan lemah.

b. Bagaimana kaitan antara barisan yang konvergerraséemah dengan
barisan yang konvergen secara kuat.

c. Syarat cukup dan perlu apa saja yang harus dipeagdri suatu barisan
konvergen secara lemah.

d. Sifat-sifat apa saja dalam kekompakan secaradmadsn secara kuat
yang berlaku pada kekompakan secara barisan darademabh.

e. Bagaimana kaitan antara himpunan yang kompak sdgargan dan
secara lemah dan barisan yang kompak secara bdesasecara kuat.

f. Bagaimana keberlakuan Teorema Bolzano-weirstradamdakonteks

kekonvergenan lemah.



Dalam karya tulis ini, pembahasan dibatasi hanya paang vektor real.

1.3 Tujuan Penulisan

Mengacu pada permasalahan yang telah dirumuskaordusan Masalah,

tujuan penulisan karya tulis ini adalah:

a.

Mengetahui sifat-sifat dalam kekonvergenan kuatgyderlaku pada
kekonvergenan lemah.

Mengetahui kaitan antara barisan yang konvergemaraetemah dan
barisan yang konvergen secara kuat.

Mengetahui syarat cukup dan perlu suatu barisan legavergen secara

lemah.

. Mengetahui sifat-sifat dalam kekompakan secarsdradan secara kuat

yang berlaku pada kekompakan secara barisan darademanh.
Mengetahui kaitan antara himpunan yang kekompakaara barisan dan
secara lemah dan barisan yang kompak secara bdesasecara kuat.
Mengetahui keberlakuan Teorema Bolzano-weirstragand konteks

kekonvergenan lemah.

1.4 Sistematika Penulisan

Adapun sistematika pada penulisan karya tulisyaatu:

1. BAB | (Pendahuluan), merupakan pengantar karya twii. Pada bab ini

dibahas tentang latar belakang masalah, rumusaalahasujuan penulisan

dan sistematika penulisan.



2. BAB Il (Teori Pendukung), pada bab ini dimunculkégori-teori yang
mendukung dalam pembahasan kekonvergenan lemahkelompakan
secara barisan dan secara lemah. Materi yang dibdilaataranya, ruang
vektor, ruang vektor bernorma, ruang metrik, togol&uat (normaa),
kekonvergenan kuat, ruang Banach, ruang Hilberangu dual dan
kekompakan secara barisan.

3. BAB lll (Kekonvergenan Lemah dan Sifat-sifatnya)enmpakan pokok
bahasan awal karya tulis ini. Bab ini membahas meaig definisi
kekonvergenan lemah, sifat-sifat dasar dari korerergmah, kaitan antara
kekonvergenan lemah dan kekonvergenan kuat, dahakbpula mengenai
syarat perlu dan cukup agar suatu barisan pada sueng vektor bernorma
konvergen secara lemah.

4. BAB IV (Kekompakan Secara Barisan dan Secara Lepma@jupakan pokok
bahasan kedua karya tulis ini. Dalam bab ini akbalths mengenai definisi
dan keterbatasan himpunan yang kompak secara rioatégsa secara lemah,
keberlakuan Teorema Bolzano-Weirstrass, dan dibateasyenai himpunan
yang kompak secara barisan dan secara lemah.

5. BAB V (Kesimpulan dan Saran), menyajikan kesimpudaas keseluruhan
karya tulis ini, dan saran untuk penulisan berigatyang berkaitan dengan

kekonvergenan lemah



