BAB I11

TEORI PERMAINAN

3.1. Pengantar Teori Permainan

Teori permainan game theory adalah suatu pendekatan matematis untuk
merumuskan situasi persaingan dan konfliks antdvagai kepentingan. Beberapa
istilah yang digunakan dalam teori permainan adalah

1. Pemain adalah pihak yang terlibat langsung dalammg@iean. Pemain dapat
bermain secara individu atau dapat berkelompoku§adraan, negara). Tiap
pemain memiliki strategi yang mungkin diambilnyangeberisikan keuntungan
yang diambilnya dari tindakan tersebut. Secaraik®rs pemain akan memilih
pilihan yang terbaik yang menurutnya akan memiguntungan yang sebesar-
besarnya bagi dirinya dan kerugian atau resiko gahgcil-kecilnya.

2. Strategi adalah rencana secara menyeluruh daarsg@emain, sebagai reaksi
atas aksi yang mungkin dilakukan oleh pemain l@ngymenjadi pesaingnya.
Dalam hal ini diasumsikan bahwa strategi tidak dgaeuhi oleh faktor lain.

3. Matriks nilai pembayaranpéy ofj adalah matriks yang setiap elemennya
menunjukkan hasil dari setiap strategi permainargyimainkan.

4. Strategi optimum adalah strategi yang menyebabkaosisip paling

menguntungkan.
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5. Nilai permainan adalah hasil yang diperoleh setippmain dengan
menggunakan strategi optimum.

Model teori permainan dapat diklasifikasikan beat&an jumlah pemain
dalam sebuah permainan. Bila jumlah pemain adalah germainan disebut sebagai
permainan dua pemain. Bila jumlah pemain adalajuilpdgth N (N> 3), permainan
disebut permainan N pemain. Kemudian pada permalo@anpemain dapat dibagi
menjadi dua, yaitu perminan berjumlah nol dua pan{@wo Person Zero Sum
Game dan permainan berjumlah tak nol dua pemdwd Person Non Zero Sum

Game.

3.2. Permainan Berjumlah Nol Dua Pemain

Permainan berjumlah nol dua pemain merupakan pg/@aidari dua pemain
dimana kemenangan yang satu merupakan kekalahaaimpdeinnya, sehingga
jumlah kemenangan dan kekalahan adalah nol (Trueh®ad).

Misalkan ada dua pemain, A dan B yang sedang ersaintuk
memenangkan suatu permainan. Dalam usaha untuk maegiean permainan, A
mempunyaim kemungkinan strategi. Sedangkan B mempunyadiemungkinan
strategi. Pemain A memperoleh keuntungan selaggia menggunakan strategi ke-

I dengan syarat B memilih strategi kePermainan di atas dapat dinyatakan dengan

matrikspay offuntuk A sebagai berikut:
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Strategi B

B B, B Bn
A a1 12 Ay auin
Az &1 &2 i &n
Strategi A 5 ’ ’ 5 5
A a1 az g an
Am Am1 Am?2 a'nj Snn

Matriks Pay offUmum Bagi Pemain A

Jika pada baris dan kolom tertentu angkanya posigka A dikatakan
menang, tetapi jika negatif maka A dikatakan kal@ianggap bahwa kedua pemain
sudah mengetahui strategi lawan, artinya jika A Miénstrategi tertentu dan B juga
memilih strategi tertentu, maka A dan B tahu apagyakan diperolehnya. Matriks
pembayaran B dapat diperoleh dengan cara men-tsaspatriks pembayaran untuk
A kemudian mengalikan setiap elemennya dengan eldals kemenangan dari A

merupakan kekalahan B.

Strategi A
Aq As A A
B1 —ay1 -3, —a1 —&n1
B> a2 —&p) -3 —3n?
Strategi B ’ ’ : :
Bj —ayj —apj —3dj —ahj
Bn —ain —abn —adn —8mn

Matriks Pay offUmum Bagi Pemain B
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Dalam teori permainan, setiap pemain akan memaimpl@mainan sampai
para pemain mendapatkan keuntungan yang optimugaiBanapun juga hasil yang
didapat tidak ditentukan sendiri, tetapi juga batgag pada pilihan lawan.

Secara umum, permainan dinyatakan dengan maurik$, contohnya antara
lain matriks permaina@ x n danm x 2, dimana seorang pemain mempunyai lebih
dari dua pilihan strategi. Untuk menyelesaikan @e@nan tersebut ada cara
mengubah matriks permaingx n danm x 2 menjadi2 x 2 agar lebih mudah
diselesaikan yaitu dengan menghapus baris ataunkgémg didominasidominatedl
baris atau kolom lainnya. Bila semua elemen dalaatuskolom lebih besar atau
sama dengan elemen dalam posisi yang sama dammktdm, kolom tersebut
dikatakan mendominasdgminate¥ kolom lainnya. Jika semua elemen dari suatu
baris sama atau lebih kecil dengan elemen dalansip@gsg sama dari baris lain,
baris tersebut juga dikatakan mendomindsnginatedl baris lainnya. Berikut adalah

contoh permainam x 2 dengarm = 3.

Contoh 3.1
Strategi B
1 2
1 2 4
StrategiA 2 | _5 | -2
3 3 2

Pemain A tidak akan memilih strategi 2 (baris 2eka baris 2Zlominateddan harus
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dihapus. Matrikpay offmengecil menjad2 x 2 seperti berikut:

Strategi B
1 2
Strategi A 2 4
3 s 2

Kemudian untuk permainghx n diberikan contoh dengan= 4 sebagai berikut:

Contoh 3.2
Strategi B
1 2 3 4
1 3 -5| -8

Strategi A

2 4 | -7| -2

Pemain B tidak mungkin memilih strategi 1 dan 2l¢gko 1 dan 2) karena
kolom ini mempunyai elemen-elemen yang lebih besar elemen-elemen kolom 3
dan 4. Jika B memilih strategi 1 dan 2 berarti miankan A mencapai kemenangan.
Sedangkan B mengalami kekalahan, karena itu B akamilih strategi 3 dan 4.

Dengan demikian matriksay offmengecil menjad? x 2 seperti berikut:

Strategi B
1 2
. -5 1 -8
Strategi A
? 7 =2

3.2.1. Metode Minimaksdan Maksimin

Dalam menentukan metode yang digunakan untuk mesgikbn sebuah
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permainan, pertama dilihat apakah permainan tetsmlempunyai titik sadel (titik
keseimbangan). Titik sadel adalah nilai dimana keangan yang diperoleh oleh
pemain A dapat diterima oleh pemain B atau sebgdikiMetode minimaks dan

maksimin digunakan untuk mencari titik sadel.

Contoh 3.3

Strategi B
B, B, Minimum baris
A 2 | -4 | -4
StrategiA A, | (3)| 5 3
As | -2 6| -2
Maksimum kolom 3 6

Pada Contoh 3.3 jika pemain A memainkan strategap® maka A akan
memperoleh 2 atau —4 tergantung pada strategi dagmbh oleh B. Tetapi dapat
dipastikan A akan memperoleh setidaknya min{2, =4}4 tanpa bergantung pada
strategi yang dipilih B. Demikian pula jika A merhilstrategi kedua maka A akan
memperoleh setidaknya min{3, 5} = 3, dan jika A mikémstrategi ketiga maka A
akan memperoleh setidaknya min{-2, 6} = —-2. Jadinminimum di setiap baris
mewakili keuntungan minimum yang didapat A jika na@mkan strategi murni.
Nilai-nilai tersebut ditunjukkan dalam Contoh 3.8da "minimum baris". Dengan
memilih strategi yang kedua, pemain A memaksimunkemtungan minimumnya,
dan keuntungan ini diketahui max{-4, 3, -2} = 3.n#léhan pemain A disebut

strategi maksimin dari permainan.

20



Sebaliknya pemain B ingin meminimumkan kerugiaka B memilih strategi
pertama, B akan mengalami kerugian tidak lebih deaix{2, 3, -2} = 3 tanpa
bergantung pada strategi yang dipilih A. Dan jikanmainkan strategi kedua, B akan
mengalami kerugian tidak lebih dari max¥, 5, 6} = 6. Hasil yang bersesuaian
ditunjukkan dalam Contoh 3.3 pada "maksimum kdlogadi pemain B akan
memilih strategi yang meminimumkan kerugian maksimya, yaitu diketahui
min{3, 6} = 3. Pemilihan pemain B disebut strateginimaks dan kerugiannya
disebut nilai minimaks. Dalam Contoh 3.3 titik sat@edapat pada baris kedua kolom
pertama yaitu elemesy; = 3. Hal ini dapat terjadi karena pemain A akan dagyat
keuntungan yang paling besar jika memilih strat2gimaka pemain B akan
meminimumkan kerugian maksiminnya dengan memitifitsgi pertama.

Secara umum jika pemain A mempungestrategi dan pemain B mempunyai
n strategi. Elemen; merupakan besarnymy offyang diterima oleh A (Taha, 1996).
Jika pemain A memilih strategimaka paling sedikit A akan memenangkan

min{a,]

4

pemain A akan memilih strategi yang akan membenikkn maksimum yaitu:

maz m_in{a:- }

pemain B berusaha mencegah A untuk mencapai kemganaiMaka dari itu jika
pemain B memilih strategidia yakin bahwa pemain A akan mendapat keuntungan

tidak lebih dari:

max{a,)
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pemain B akan memilih strategi yang meminimumkandian yaitu:

min m_ax{ € }

Jika diperoleh suatu elemeg dimana:

fly; = Mmax m_in{a:- } = min m_ax{a:- }

maka elemeray dikatakan sebagai titik sadel. Dalam suatu peramtiimana nilai
maksimin sama dengan nilai minimaks, strategi myang bersangkutan disebut
strategi optimum dan permainan tersebut dikatakampunyai titik sadel. Nilai
permainan pada strategi murni yang optimum samgatenilai maksimin dan nilai

minimaks tersebut.

3.2. Permainan Berjumlah Tak Nol Dua Pemain

Permainan berjumlah tak nol dua pemain merupalatugsan permainan
berjumlah nol dua pemain pada subbab 3.2, perbeglasadalah kemenangan satu
pemain belum tentu kekalahan pemain lainnya. Kati@ngenyelesaiaannya pun
menjadi lebih kompleks dan lebih sulit untuk men&an hasil permainannya, tetapi
pada dunia nyata permasalahan permainan berjuaiaiot dua pemain lebih sering
ditemui daripada permasalahan berjumlah nol. Metgdag digunakan untuk
menyelesaikannya menggunakan pemikiran pada peamdrerjumlah nol dua
pemain.

Misalkan ada dua pemain, A dan B yang sedang ibgrsantuk

memenangkan suatu permainan. Dalam usahanya umttenangkan permainan, A
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mempuyai m kemungkinan strategi. Sedangkan B mempunyakemungkinan
strategi. Pemain A memperoleh keuntungan selaggéka menggunakan strategi ke-
I dengan syarat B memilih strategi kePermainan di atas dapat dinyatakan dengan

matrikspay offsebagai berikut:

Strategi B
B, B, = B,
X1 (a11b11) (auz,b1i2) ... (aby) ... (2unbun)
X2 (801,b21) (@222 ... (&gub) ... (Benben)
Strategi A : E : : :
Xi (a1,bu) (@b2) ... (ab) ... (@nbin)
Xm | (Guubmg)  (@Bnzbmg) ... (@rpbw) ... (B Pwn)

Matriks Pay offUmum Bagi Pemain (A,B)

Angka positif pada setiap elemea;,(bj) menyatakan kemenangan yang
didapat oleh masing-masing pemain, sedangkan aregatif menyatakan kekalahan
yang didapat oleh masing-masing pemain jika A makai strategiA dan B

memainkan strateds;.

Contoh 3.4

Jika pemain A mempunyai 3 stratelyi, A,, As dan B mempunyai 2 strateBi, Bo.
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Maka matriks permainan di atas adalah sebagailierik

Strategi B
B; B,
A | (-2,3) ] (1,2)
Strategi A A, (4,3) | (2,1)

a | 62| s

Elemen (1, 2) menyatakan bahwa jika A memainkaategi A;, dan B
memainkan stratedd, makapay offyang didapatkan oleh A adalah 1 daay off
yang didapatkan oleh B adalah 2. Jiey offA dijumlahkan dengapay offB yaitu
1 + 2 adalah 3 dimana hasilnya tidak sama denghnlika diperlukan, matrikpay

off pemain A dan B dapat ditulis secara terpisah ggjainmenjadi:

B: B,
A -2
rl 4 2
3
A 2 3
B B,
A 2
A 1
As 2 1

Dengan menggunakan metode maksimin pada permaeramitah nol akan

ditentukanpay offminimum masing-masing pemain.
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Minimum

B; B> baris
Al -2 -2
A 4 2 2
3 3
A 2 3 2 ¢ ——— Maksimin

Matriks Pay offdengan Maksimin untuk A

B B.
A 3 2
A 3 1
As 2 1
T
Minimum kolom 2 1
Maksimin

Matriks Pay offdengan Maksimin untuk B
Nilai maksimum untuk pemain A dan B adalah 2, ddai tersebut berada
pada barisA; dan kolomB; denganpay off (4, 3). Karena pada subbab ini dibahas
mengenai permainan berjumlah tak nol dua pemiananmaitode maksimin dan
minimaks tidak digunakan, karena masing-masing pemierusaha untuk
memaksimumkan keuntungan. Selain metode maksinpatgaga digunakan metode

dominance Pada contoh di atas, dapat dilihat bahBjamendominasiB, maka
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dengan memainkan strateBi, pemain B akan mendapatk@ay off lebih besar
daripada memainkan stratdgj. Karena itu B akan memainkan stratBgi dan jika
dilihat pada matrikpay offuntuk A, keuntungan terbesar yang didapat oleldl@adn
jilka A memainkan strated,. Dengan demikian, A akan memainkan strafegilan
B memainkan strateds;, sehingggyay offyang didapat oleh pemain A adalah 4 dan

untuk pemain B adalah 3.

3.3.1. Keseimbangan Nash (Nash Equilibrium)

Titik sadel adalah istilah yang digunakan pada pémean berjumlah nol dua
pemain, sedangkan pada permainan berjumlah tak dmgunakan istilah titik
keseimbangan Nash (NasBquilibrium). Keseimbangan Nash menggambarkan
kondisi dimana satu pihak mengambil keputusan lsarfan keputusan pihak lain.
Pembahasan sebelumnya menunjukkkan bahwa untuk nm&aa titik

keseimbangan Nash masih digunakan pemikiran padzapgn dua pemain.

3.3.1.1. Keseimbangan Murni Nash ( Pure Nash Equilibrium)

Titik keseimbangan murni Nash adalah kondisi dimanasing-masing
pemain memainkan satu strategi secara pasti. PadaolC 3.4 untuk mencari
keseimbangan murni Nash dimisalkan elemen palirgpbatau sama besar pada
matriks diberi tanda #. Contohnya paéda B:) komponennya adalakZ, 3) dan 4,

B,) komponennya adalah (1, 2), karena 3 merupakan teitbesar pada komponen
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kedua yang menyatakgay offbagi B maka nilai 3 diberi tanda #. Kemudian ditih

pada komponen pertama yang menyatgbay offbagi pemain A, contohnya pada
kolom pertama (-2, 3), (4, 3), da@r,l), nilai 4 merupakan nilai terbesar maka 4
diberi tanda #. Tititk keseimbangna Nash adalahadensetiap kemungkingray off

pada semua komponen mempunyai tanda #. Permairga @antoh 3.4 menjadi

seperti berikut:

Strategi B
B; B,
Ay (-2,3% (1,2)
Strategi A A, (4%, 3) (2,1)
A (E 2:) (3", 1)

Pada elemen (4, 3) semua komponen mempunyai tan8ahingga dapat
disimpulkan bahwa (4, 3) adalah titik keseimbantsh karena elemen tersebut

merupakan hasil optimum bagi kedua pemain.

3.3.1.2. Keseimbangan Campuran Nash (Mixed Nash Equilibrium)

Jika suatu permainan tidak mempunyai titik keseimgga murni Nash maka
dapat dicari titik keseimbangan campuran Nash. kJmencari titik keseimbangan
campuran Nash yang juga masih menggunakan pemikratode strategi pada
permainan berjumlah nol, perbedaannya adalah dkgunagerhitungan turunan

parsial pada keseimbangan campuran Nash.
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Contoh 3.5

Strategi B
y 1-y
Strategi A (3,6) (6, 3)
1-x (4,1) (2, 4)

Pada Contoh 3.5 pemain A mempunyai stratggdan A, , dan pemain B
mempunyai strateds$; danB,, dimisalkan:
X = (x, 1 —x) adalah peluang strategi campuran bagi A
Y =(y, 1-y) adalah peluang strategi campuran bagi B
Pa(x, y) adalah nilai ekspektapay offbagi A saat A memainkan strategi X dan B
memainkan strategi Y.
Ps(X, y) adalah nilai ekspektapay offbagi B saat A memainkan strategi X dan B
memainkan strategi Y.
Pax, y) = x(3y + 6(1 = y) + (1 =x)(4y + 2(1 - y))
=x(6-3y)+(1-x)(8y +1)
=-5xy+4x+2y+2
Pa(x, y) = x(6y + 3(1~y) + (1 - x)(y + 4(1 - y))
=Xx(3y + 3) + (I x)(4 - 3y)
=6xy-Xx+4 -3y
Kemudian akan dicari titik keseimbangan Nash (X*),\dimana X* = (x*, 1

- x*) dan Y* = (y*, 1 — y*). Pertama, akan dicgray offyang paling maksimum di
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antara semua nilgpay off Pa(X, Y*). Nilai payoff maksimum dengan 8 x < 1

diperoleh pada saéf =0, sehingga diperoleh y* £. Dengan cara yang sama, dapat

dicari nilai pay off Ps(X*, Y*) yang paling maksimum di antara semua nipaly off

Ps(X*, Y*). Nilai pay offmaksimum dengan €9y < 1 diperoleh pada sa%i =0,

sehingga diperoleh x* & .

Berdasarkan perhitungan di atas didapat X*(%, 3) dan Y* = (3 3)

o =

Sehingga nilai ekspektapay off bagi A adalah dan nilai ekspektamyoff bagi B

adalahg dan nilaipay offbagi B adalal'-z} .

3.4. Permainan dengan N Pemain

Sebelumnya sudah dibahas permainan dengan duanpéetapi pada dunia
nyata permainan yang melibatkan lebih dari dua peiN> 3) lebih sering ditemui.
Permainan dengan N pemain juga dapat dibagi medjaberdasarkan jumladay
off yang didapat masing-masing pemain yaitu permaibarjumlah nol dan
permainan berjumlah tak nol dengan N pemain.

Pada permainan dengan N = 3 pemain A mempunyaegir@,, ... , A),
pemain B mempunyaBg, ... , B) dan C mempunyai stratedC, ... , G). Untuk
setiapA; dapat dinyatakan dengan matriks m dengarmm baris menyatakan strategi
B (B, ... ,By dan kolomn menyatakan strategi ©{, ... , G). Elemen baris k¢-dan

kolom kek akan menyatakan tiga jumlgay offbagi A, B, dan C jika memainkan

29



strategi A, B;, G..

3.4.1. Permainan Berjumlah Nol

Permainan berjumlah nol denagn N pemain, pada kasbis= 3, jumlahpay
off dari masing-masing pemain adalah nol. Pada peamam salah satu atau ketiga
pemain mempunyai kemungkinan mendapat keuntungapah kerugian.

Misalkan ada tiga pemain A, B, dan C masing-masmgmpunyai dua

strategi. Permainan di atas dapat dinyatakan delatriks permainan 2 x 2 sebagai

berikut:
Contoh 3.6
Al Cl C2
B, (2,-1,-1) (-1,0,1)
B, (0,0, 0) O, 1-1)
Az Cl Cz
Bl (_2! 1! 1) (0! 21_2)
B, (1,-1,0) (1,0, -1)

Dengan menggunakan matriggy off di atas akan dicari strategi optimum
bagi masing-masing pemain agar mendapatkan keusmuogtimum. Jika matriks
pay offuntuk pemain A, B, dan C pada Contoh 3.6 ditulisas® terpisah maka

diperoleh:

A C G
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B
B>

A
B
B>

A1

B>

A
B
B>

Ao
B
B>

-1

0 0

C G
-2
1

Matriks Pay offBagi Pemain A pada Contoh 3.6

C G
-1 0
0 1
C G
1 2
-1

Matriks Pay offBagi Pemain B pada Contoh 3.6

C G
-1 1
0 1
C G
1 -2
-1

Matriks Pay offBagi Pemain C pada Contoh 3.6
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Ekspektaspay offdari masing-masing pemain diperoleh sebagai berikut

Pa=x[2yz-y(1-2)]+(1-x)[-2yz+(1-y)z+Ay)z+ (1 -y)(1-2)]
=x[Byz-yl+ (@ -x)[-2yz-y+1]
=5xyz- 2yz—x-y+1

Pe=x[-yz+ (1 -y)@-2)]+ @1 -x)lyz+2y(1-2)=-y)z]
=xl-y-2z]+(1-x)Qy -1
=-3Xy+x+2y-2z

Pc=x[-3xyz+2y+z-1]+(1-X)[2yz-y+z-1]
=-bxyz+3xy+yz-y+z-1

Kemudian dengan menghitung turunan parBjatterhadapz diperoleh X =

2 1

(: %) , Y = G %:l , dan Z = ji 1—1) denganpay off(—% ) — —3). Sehingga

3! 'z

dapat disimpulkan dengan memainkAn dengan peluanq: dan memainkam;
dengan peluangg pemain A akan mengalami kerugian sebesa_% , dengan
memainkanB; dengan peluané dan memainkarB, dengan peluané pemain B
akan mendapat keuntungan sebe;:sadan dengan memaink&h dengan peluan%

dan memainkar€, dengan peluanéé pemain A akan mendapat keuntungan sebesar

13
12’

3.4.2. Permainan Berjumlah Tak Nol
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Permainan berjumlah tak nol pemain dengan N perpaita kasus ini N = 3,
jumlah pay off dari masing-masing pemain belum tentu nol. Padan@ean ini
ketiga pemain mempunyai kemungkinan kerugian atntingan masing-masing.
Permainan berjumlah tak nol pemain dengan N perdajpat mempunyai titik
keseimbangan murni Nash atau titik keseimbangampuean Nash. Berikut diberikan
contoh permainan dengan titik keseimbangna murrghNdan titik keseimbangan
campuran Nash.
3.4.2.1. Keseimbangan Murni Nash N Pemain

Misalkan ada tiga pemain A, B, dan C masing-masimgmpunyai dua
strategi. Permainan di atas dapat dinyatakan dalaa matriks permainan 2 x 2

sebagai berukut:

Contoh 3.7
A C G
B, (1,0,2 (2,-1,0)
B, 0,4,3) | @3,1,2
Ao C C
B: 2,1,3) | (41,2
B, (2,2,2) 0,0,1)

Jika pemain A, B, dan C memainkan strategi By, dan G makapay off
untuk pemain A adalah 4, untuk pemain B adalahah, whtuk pemain C adalah 2.

Untuk mencari keseimbangan murni Nash akan didamen paling besar (sama
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besar) pada nilgpay off masing-masing pemain dan diberi tanda #. Niay off
terbesar bagi pemain A diberi tanda #, contohnya By C;) dan (A, B;, C;) adalah
(1, 0, 2) dan (2, 1, 3), karena 2 merupakan nddbdsar pada komponen pertama
yang menyatakapay offbagi A maka nilai 2 diberi tanda #. Kemudiaay offbagi
pemain B dilihat pada komponen kedua dari keemplaink yang menyatakgmay off
bagi B, contohnya pada kolom kedua (2, 1, 0) dari(2), nilai 1 merupakan nilai
terbesar maka 1 diberi tanda #. Dengan cara yang,pay offbagi pemain C dilihat
pada komponen ketiga dari keempat baris yang makgapay offbagi pemain C,
contohnya pada baris keempat (2, 2, 2) dan (0), ®iladi 2 merupakan nilai terbesar
maka nilai 2 diberi tanda #. Titik keseimbangna INasdalah dimana setiap
kemungkinanpay off semua komponen mempunyai tanda # yang pada penmain
pada Contoh 3.7 digambarkan sebagai berikut:

A G C

B: (1,0,2) | (2,-1,0)
B, 0,4,3) | @& 712

A C C
B, 2'1,3)| @, 12
B, @, 2.2y (0,0,1)

Dalam permainan di atas, pad®,(B;, C;) yaitu (2, 2, 2) semua komponen
mempunyai tanda # maka disebut dengan titik kesmmgdnn murni Nash yang

artinya jika A memainkan strategi 2, B memainkarategi 2, dan C memainkan

34



strategi 1 maka ketiga pemain akan mendapat kegatuoptimum yaitu 2 untuk

pemain A, 2 untuk pemian B, dan 3 untuk pemain C.

3.4.2.2. Keseimbangan Campuran Nash N Pemain
Misalkan ada tiga pemain A, B, dan C masing-masmgmpunyai dua

strategi dengan matrifgy offsebagai berikut:

Contoh 3.8
A C G
B, 1,2,-1) (-1,1,0)
B, (0,1,0) (2,0,1)
A C: C
B, (0,3,1) (1,-1,2)
B, (2,1,0) (0,0,1)

Permainan di atas tidak mempunyai titik keseimbangash, karena itu akan
dicari titik keseimbangan campuran Nash dengan merekan turunan parsial.
Dimisalkan X =k 1 -X), Y =(, 1 —y), dan Z = ¢ 1 -2 berturut-turut adalah
strategi campuran bagi pemain A, B, dan C. Maky off bagi masing-masing
pemain adalah sebagai berikut:

Pa=xlyz-y(1-2)+2(1-y)1-2)+ (1 -xly1 - 2(1-y)z]

=X[4xyz — 3y - 2z + 2] + (1 — X)[-3yz + y27]

35



= 7Xyz—4xy —4xz - 3yz+ 2x +y + 2z
Pe=x2yz+y(1-2)+(1-y)z]+ (1 -Xx)[3yz-yd2)+(1-Yy)]
=x[yz+y]+(1-x[Byz-y+7]
= -2Xyz+2Xy - Xz+3yz-y+2Z
Pe=x[yz+(1-y)1-2]+Q-xlyz+2y1 -1 -Yy)1-2)]
=x[-y-z+ 1]+ (1 -X)y-z+1]
=—2xy+y-z+1
Selanjutnya akan dicari nilai nilax, y, z yang menghasilkarpay off

maksimum dengan menghitung turunan par$ialterhadapx sama dengan nol

I =3=

P

didapatz = -

=3
Tw —4

Kemudianpay offbagi B diturunkan terhadapdidapatx =

—2=+2

Selanjutnygpay offbagi C diturunkan terhadaidapatz = 0 dan jika disubstitusi ke

[

persamaan sebelummnya maka dipertxleh% , dany = = . Dengan demikian titik

B3|

) Y :(i i) , Z =(0, 1) sehingga

keseimbangan campuran Nash adalah ()%;

N

pay offyang didapat masing-masing pemain adz@ahﬂ, 1).

3.4.3. Penggabungan Pemain (Coalitions)

Pada permainan dengan N pemain terdapat kemungkloanatau lebih
pemain bergabung untuk melawan pemain lainnya. Pamaain yang bergabung
dapat menyerasikan pilihan strategi masing-masmtgkumengalahkan lawannya.

3.4.3.1. Penggabungan Pemain Berjumlah Nol
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Dengan menggunakan Contoh 3.6 jika pemain A damape B bergabung

untuk melawan B, maka didapat matriesy offsebagai berikut:

A1Cy A1C ACq ACo
B1 -1 0 1 2
B> 0 1 -1 0

Karena permainan pada Contoh 3.6 adalah permaieguntlah nol maka
hanya perlu dituliskapay off untuk B. Kemudian untuk menyelesaikannya dapat
digunakan metode pada permainan berjumlah nol duzaim, yaitu dengan metode
grafik. Matriks diperkecil menjadi matriks 2 x 2rdg@n menghapus kolom kedua dan

keempat, sehingga matriks permainan menjadi:

A1Cy ACy
B1 s 1
B> 0 -1

Matriks Pay offbagi Pemain B pada Contoh 3.6

Dengan menggunakan strategi campuran pada permberammlah tak nol

, dengan nilai permainan adalahg , yang

ol | bk

dua pemain diperolek = % dany =
artinya kekalahan maksimum yang mungkin dialamin c@eadalah&dan pemain AC

akan mendapat keuntungan paling sed;rkit Saat pemain B dan AC memainkan

strategi campuran optimum makay off yang didapat adala[wa—,) (5)(2 -1, -1) +
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GGz 1+ () ()e 0.0 +()E)w -1 0=, —5.—3) . Pemain B
akan mengalami kekalahan sebe:sac mengalami kekalahan sebeisarsedangkan

A akan mendapat keuntungan sebésar

Jika pemain B dan pemain C bergabung untuk melafyamaka didapat
matrikspay offuntuk A sebagai berikut:
A;:B; A1B; A,B; A2B;

Ct -1 0 1 0
C 1 -1 — -1

Menggunakan metode grafik, kolom ketiga dan keendjzpus sehingga matriks
pay offmenjadi:
B]_Cj_ B]_Cz BzCl BzCz

A 2 -1 0 0
Az -2 0 1 1

Menggunakan metode grafik, kolom ketiga dan keengg@pus sehingga matriks

pay offmenjadi:

B1C B.Go
A1 2 -1
Az -2 0

Matriks Pay Offbagi Pemain C pada Contoh 3.6

Dengan menggunakan strategi campuran dipenotehgr dany = -, dengan

| e
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nilai permainan adalahg . Sehingga kekalahan maksimum yang mungkin dialami

oleh pemian A adalaia dan kemenangan minimum pemain BC adélalSaat A dan

BC memainkan strategi campuran optimum maley off yang didapat adalah
)G -1 -0 ()t 0 9 +()Eh2 10 +()()e 2 -2 =

[—— — —f—_ ] Pemain A akan mengalami kekalahan seb,éssmdangkan B akan

s s Fate

3
mendapat kemenangan sebesar

Jika pemain A dan pemain B bergabung untuk mela@amaka didapat
matrikspay offuntuk C sebagai berikut:
A1B; A1B; AB; A2B;

Ci -1 0 1 0
C 1 -1 -2 -1

Menggunakan metode grafik, kolom ketiga dihapusnggfa matrikspay offsebagai

menjadi:
A.B; A1B;
Ci -1 0
C 1 1
Matriks Payoffbagi Pemain C pada Contoh 3.6
Dengan menggunakan strategi campuran dipenoter*:r dany = % , dengan

nilai permainan adalak = . Sehingga kekalahan maksimin yang mungkin dialami
3

39



pemain C adalalé dan kekalahan minimum pemain AB adaJ;EahSaat C dan AB

-

memainkan strategi campuran optimum mpég offyang didapat adala{nE) G)(Z,

-1,-1)+(%)(5)0.0,0) +(3) ()0, 1,-1) =(5 , 0,—3). Pemain A akan mendapat
kemenangan sebesa%, sedangkan B tidak mengalami kekalahan maupun

kemenangan. Berdasarkan perhitungan penggabungamimpedi atas dapat
disimpulkan pemain A memilih bergabung dengan @piepemain B dan C lebih
memilih tidak bergabung dengan pemain lain karesragdn menggunakan strategi
pemain B dan pemain C akan mengalami kerugian.
3.4.3.2. Penggabungan Pemain Berjumlah Tak Nol

Dengan menggunakan Contoh 3.8 akan dilihat kemoaglpay offyang di
dapat masing-masing pemain jika melakukan pengggyustrategi. Jika matrilgy

off untuk pemain A, B, dan C pada Contoh 3.8 ditiéisasa terpisah maka diperoleh:

Aq C G
B1 1 -1
B> 0 2

Ao C G
B1 0 1
B> 2 9

Matriks Pay offBagi Pemain A pada Contoh 3.8
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B:1
B>

Az
B1
B>

Matriks PayoffBagi Pemain B pada Contoh 3.8

Ay
B1
B>

Ar
B
B>

C G

-1 0
1

C G
1 2

Matriks Pay offBagi Pemain C pada Contoh 3.8

Dilihat pada matrikpay off bagi pemain B, strategi.Gnendominasi ¢ sehingga

untuk penggabungan pemain B dan C diperoleh matakoffsebagai berikut:

Aq
A

B1Cy BoGC,
(-1,1)] (2,1
(1,1) 0,1)

Ekspektaspay offbagi pemain A dan BC adalah:

Pa =x[y +2(1-y)] + (1 - x)y
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=—4xy+2x+y
Pec=xly+(1-y]+@-xly+@1-y)]
=x+(1-X%)
=1
Dengan menghitung turunan pardtalterhadap« didapaty = 1 , menghitung turunan

danv(BC)= 1 .Pay off

1

parsial R terhadayy didapatx = = Sehingga nilav(A) = =

yang didapat masing-masing pemain jika pemain A @&arbergabung adalah

GG 1o +()Ee o v +()Fw 1.2 +()()e o 1 =

[i —17 —) Sehingga pemain A akan mendapat keuntungan set;—JeszB akan

. 12

L

mengalami kerugian sebesia,rdan C akan mendapat keuntungan sel;?_esar

Kemudian jika pemain A dan C yang bergabung mala akperoleh matriks

pay offsebagai berikut:

A.C ACy
B1 (1,-1) | (-1,3)
B> ©, 3) 0,1)

Ekspektaspay offbagi pemain B dan AC adalah :
Pe =xlyd-yl+1-x[2y+(1-Y)]
= 2Xy— X
Pac = X[y +3(1 - y)l + (1 - x)[8y + (1 ~ y)]

=-6xy+2x+2y+1
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Dengan menghitung turunan parsigltBrhadapx didapaty =

% , menghitung

turunan parsial & terhadapy didapatx = % . Sehingga nilav(B) = 0 danv(AC) =

5
3

Pay offyang didapat masing-masing pemain jika pemain BGdrergabung adalah

(3Gt 10+()G)a 12 +(F) e 0,1 +(G) F)o 0. 1 =3 01).
Sehingga pemain B akan mendapat keuntungan seéesaB tidak mendapat

keuntungan maupun kerugian, dan C mendapat keuariusepesar 1.
Sedangkan jika pemain A dan B yang bergabung mglealeh matrikpay
off sebagai berikut:
A1B; A1B; AsB; AsB;

C: (-1,3)| (0,1) (1,3) 0, 3)
Co (0,0 1,2 (2,0 (1,0)

Karena strategiC, mendominasi strategC;, maka pemain C akan selalu
memilih strategi 2. Sedangkan AB akan memilih sgatA;B, karena dengan
penggabungan strategi tersebut AB akan mengegyadffoptimum, dengan(C) =1
danv(AB) = 2. Pay off yang didapat masing-masing pemain jika pemain B @a
bergabung adalah (2, 0, 1).

Berdasarkan perhitungan penggabungan di atas degi@ipulkan pemain A
mendapat keuntungan sebesar 2 jika bergabung dé&)gika bergabung dengan C

dan jika tidak bergabung dengan pemain lain. Pefiamendapapay offsebesar 0

jika bergabung dengan A—,i—L jika bergabung dengan C, dan O jika tidak berggbun
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dengan pemain lain. Pemain C mendapat keuntungaﬂsaei— jika bergabung

dengan B, 1 jika bergabung dengan pemain A, dakaltidak bergabung dengan
pemain lain. Sehingga dapat disimpulkan sendikia, pergabung dengan C maka A
akan mengalami kerugian. Sedangkan pemain A danefilih untuk bergabung

dengan B, tetapi kemungkinan yang paling mungkialadd penggabungan antara

pemain A dan B.
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