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BAB III 

RUANG FUNGSI CESARO 

 

3.1 Pembentukan Ruang Fungsi Cesaro 

 Misal A  suatu operator linear dan Y  sebuah ruang fungsi, didefinisikan 

ruang baru X , dimana : { | }X f Af Y= ∈ . Asumsikan bahwa pemetaan A  dari X  

ke Y  adalah pemetaan satu-satu dan onto. 

 Adapun proses pembentukan ruang fungsi Cesaro dinyatakan dalam 

definisi berikut ini. 

Definisi 3.1.1 

 Misal : { | }X f Af Y= ∈ , X  disebut ruang fungsi Cesaro yang dinotasikan 

pCES , jika A  adalah operator linear T  dimana 

( )
0

1
| | ( ) | ( ) |

x

T f x f t dt
x

= ò  dan (0, )pY L= ∞ , untuk 1 p< < ¥ . 

Dengan kata lain (0, )pf L∈ ∞  untuk 1 p< < ¥ , jika dan hanya jika 

1/

0 0

1
| ( ) |

ppx

f t dt dx
x

¥é ùæ öê ú÷ç ÷ç < ¥ê ú÷ç ÷÷çê úè øë û
ò ò . 

 Berdasarkan Definisi 3.1.1 di atas dapat disimpulkan bahwa ruang fungsi 

Cesaro memuat semua fungsi terukur f  yang jika ditransformasikan oleh 

operator T  terdapat pada ruang fungsi klasik (0, )pL ∞ . 
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Contoh 3.1.2.  

Fungsi f  dengan 0 ( ) 1f t≤ <  dan turun untuk semua (0, )t ∈ ∞  adalah 

anggota  dari ruang fungsi Cesaro pCES . Sebagai contoh fungsi f  dengan   

( ) 0f t =  untuk semua (0, )t ∈ ∞  adalah anggota dari ruang fungsi Cesaro pCES , 

karena 

1/

0 0

1/

0 0

1/

0

1
|| || | ( ) |

1
0

0

0

ppx

ppx

p

f f t dt dx
x

dt dx
x

dx

¥

¥

¥

é ùæ öê ú÷ç ÷ç= ê ú÷ç ÷÷çê úè øë û

é ùæ öê ú÷ç ÷ç= ê ú÷ç ÷÷çê úè øë û

é ù
ê ú= ê ú
ê úë û

= < ¥

ò ò

ò ò

ò

 

Contoh 3.1.3 

 Tetapi untuk fungsi f  dengan ( ) 1f t ≥  dan tidak turun untuk semua 

(0, )t ∈ ∞  bukan anggota dari ruang fungsi Cesaro pCES . Sebagai contoh  

( ) 2f t t=  untuk semua (0, )t ∈ ∞  bukan anggota dari ruang fungsi Cesaro pCES , 

karena 

1/

0 0

1/

0 0

1
|| || | ( ) |

1
| 2 |

ppx

ppx

f f t dt dx
x

t dt dx
x

¥

¥

é ùæ öê ú÷ç ÷ç= ê ú÷ç ÷÷çê úè øë û

é ùæ öê ú÷ç ÷ç= ê ú÷ç ÷÷çê úè øë û

ò ò

ò ò  
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1/

0 0

1/

0

1
2

ppx

p

p

t dt dx
x

x dx

¥

¥

é ùæ öê ú÷ç ÷ç= ê ú÷ç ÷÷çê úè øë û

é ù
ê ú= ê ú
ê úë û

ò ò

ò

 

Karena 
0

lim
b

p

b
x dx

® ¥ ò  tak hingga, maka nilai 
0

px dx
¥

ò  tak hingga, sehingga 

1/

0

p

px dx
¥é ù

ê ú
ê ú
ê úë û
ò  tak hingga. 

 

3.2 Kelengkapan Ruang Fungsi Cesaro 

Sebelum ditunjukkan mengenai kelengkapan dari ruang fungsi Cesaro 

pCES  terlebih dahulu akan ditunjukkan bahwa ruang fungsi Cesaro pCES  adalah 

ruang fungsi bernorma terhadap norma yang didefinisikan berikut: 

1/

0 0

1
|| || | ( ) |

ppx

f f t dt dx
x

¥é ùæ öê ú÷ç ÷ç= ê ú÷ç ÷÷çê úè øë û
ò ò  untuk setiap pf CESÎ . 

 

Misalkan , pf g CESÎ  sebarang maka berlaku: 

i) 

1/

0 0

1
|| || | ( ) | 0

ppx

f f t dt dx
x

¥é ùæ öê ú÷ç ÷ç= ³ê ú÷ç ÷÷çê úè øë û
ò ò . 

Hal ini karena || ||f  merupakan hasil pengintegralan mutlak suatu fungsi, dan 

|| || 0 ( ) 0f f t= Û =  untuk semua (0, )t Î ¥  sebab: 
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  || ( ) || 0f t = Û  

1/

0 0

1
| ( ) | 0

ppx

f t dt dx
x

¥é ùæ öê ú÷ç ÷ç =ê ú÷ç ÷÷çê úè øë û
ò ò  

   
0 0

1
| ( ) | 0

px

f t dt dx
x

¥ æ ö÷ç ÷çÛ =÷ç ÷÷çè ø
ò ò  

   
0

1
| ( ) | 0

px

f t dt
x

æ ö÷ç ÷çÛ =÷ç ÷÷çè ø
ò  

   
0

1
| ( ) | 0

x

f t dt
x

Û =ò , karena (0, )x Î ¥  sehingga 0x ¹  

   ( ) 0f tÛ =  

Jadi untuk setiap pf CESÎ  berlaku 

1/

0 0

1
|| || | ( ) | 0

ppx

f f t dt dx
x

¥é ùæ öê ú÷ç ÷ç= ³ê ú÷ç ÷÷çê úè øë û
ò ò  

dan 

|| || 0 ( ) 0f f t= Û =  untuk semua (0, )t Î ¥ . 

ii) || || | ||| ||f fa a=   untuk setiap a Î � , sebab: 

    || ||fa  = 

1/

0 0

1
| ( ) |

ppx

f t dt dx
x

a
¥é ùæ öê ú÷ç ÷çê ú÷ç ÷÷çê úè øë û
ò ò  

  = 

1/

0 0

1
| || ( ) |

ppx

f t dt dx
x

a
¥é ùæ öê ú÷ç ÷çê ú÷ç ÷÷çê úè øë û
ò ò  

= 

1/

0 0

1
| | | ( ) |

ppx

f t dt dx
x

a
¥é ùæ öê ú÷ç ÷çê ú÷ç ÷÷çê úè øë û
ò ò  
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= 

1/

0 0

1
| | | ( ) |

ppx
p f t dt dx

x
a

¥é ùæ öê ú÷ç ÷çê ú÷ç ÷÷çê úè øë û
ò ò  

= 

1/

0 0

1
| | | ( ) |

ppx
p f t dt dx

x
a

¥é ùæ öê ú÷ç ÷çê ú÷ç ÷÷çê úè øë û
ò ò  

= 

1/

/

0 0

1
| | | ( ) |

ppx
p p f t dt dx

x
a

¥é ùæ öê ú÷ç ÷çê ú÷ç ÷÷çê úè øë û
ò ò  

=

1/

0 0

1
| | | ( ) |

ppx

f t dt dx
x

a
¥é ùæ öê ú÷ç ÷çê ú÷ç ÷÷çê úè øë û
ò ò  

=| | || ||fa  

 Jadi dapat ditunjukkan bahwa untuk setiap pf CESÎ  dan untuk setiap 

a Î �  berlaku  || || | | || ||f fa a= . 

iii)  || || || || || ||f g f g+ £ + ,  sebab: 

  f g+  = 

1/

0 0

1
| ( ) ( ) |

ppx

f t g t dt dx
x

¥é ùæ öê ú÷ç ÷ç +ê ú÷ç ÷÷çê úè øë û
ò ò  

 ( )

1/

0 0

1
| ( ) | | ( ) |

ppx

f t g t dt dx
x

¥é ùæ öê ú÷ç ÷ç£ +ê ú÷ç ÷÷çê úè øë û
ò ò

1/

0 0 0

1 1
| ( ) | | ( ) |

ppx x

f t dt g t dt dx
x x

¥é ùæ öê ú÷ç ÷ç= +ê ú÷ç ÷÷çê úè øë û
ò ò ò   

  

1/ 1/

0 0 0 0

1 1
| ( ) | | ( ) |

p pp px x

f t dt dx g t dt dx
x x

¥ ¥é ù é ùæ ö æ öê ú ê ú÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç£ +ê ú ê ú÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çê ú ê úè ø è øë û ë û
ò ò ò ò || || || ||f g= +  

Jadi dapat ditunjukkan bahwa untuk setiap , pf g CESÎ  berlaku 

f g f g+ £ + . 
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Karena norma yang didefinisikan di atas memenuhi aksioma norma (i), 

(ii), dan (iii) maka berdasarkan Definisi 2.4.2,  ruang fungsi Cesaro pCES  adalah 

ruang bernorma. 

Selanjutnya akan dibahas mengenai kelengkapan dari ruang fungsi Cesaro 

pCES . 

Teorema 3.2.1 

Ruang fungsi Cesaro pCES  adalah ruang fungsi bernorma yang lengkap 

(ruang Banach). 

 

Bukti. 

Misalkan { }my  adalah barisan Cauchy di pCES . Diberikan sembarang 

0e > , terdapat bilangan asli N  sehingga untuk semua ,m n N>  berlaku 

1/

0

0

( ) ( ) | ( ) ( ) |

| ( ) ( ) |

| ( ) ( ) |

| ( ) ( ) | .

p

p
m n m n

p p
m n

p p
m n

m n

y t y t T y t y t dx

T y t y t dx

T y t y t

T y t y t

e

e

e

e

¥

¥

é ù
ê ú- = - <ê ú
ê úë û

é ù
ê úÞ - <ê ú
ê úë û

Þ - <

Þ - <

ò

ò  

Karena (0, )pL ¥  lengkap maka terdapat ( ) (0, )py t LÎ ¥  sedemikian 

sehingga ( ) ( )my t y t® . Artinya | ( ) ( ) |my t y t e- <  untuk m ® ¥ . Akan 
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ditunjukkan bahwa ( ) py t CESÎ  yaitu dengan menunjukkan bahwa 

| ( ) | (0, )pT y t LÎ ¥ . 

Selanjutnya 

( )
0 0

| ( ) | | ( ) ( ) ( ) | | ( ) ( ) | | ( ) |

| ( ) | | ( ) ( ) | | ( ) |

m m m m

x x

m m

y t y t y t y t y t y t y t

y t dt y t y t y t dt

= - + £ - +

Þ £ - +ò ò
 

0 0 0

| ( ) | | ( ) ( ) | | ( ) | ( operator linier )
x x x

m my t dt y t y t dt y t dtÞ £ - +ò ò ò ò  

0 0 0

1 1 1
| ( ) | | ( ) ( ) | | ( ) |

| ( ) | | ( ) ( ) | | ( ) | .

x x x

m m

m m

y t dt y t y t dt y t dt
x x x

T y x T y x y x T y x

Þ £ - +

Þ £ - +

ò ò ò
 

Diketahui bahwa | ( ) | (0, )m pT y t LÎ ¥  dan karena (0, )pL ¥  adalah ruang 

yang lengkap maka | ( ) ( ) |mT y t y t- < ¥  sehingga | ( ) |T y t < ¥ . Ini 

mengakibatkan bahwa | ( ) | (0, )pT y t LÎ ¥  dan ini menunjukkan bahwa 

( ) py t CESÎ . Karena setiap barisan Cauchy { }my  di pCES  konvergen ke 

( ) py t CESÎ  maka berdasarkan Definisi 2.5.2  pCES  adalah ruang yang lengkap 

(ruang banach). 

 

3.3 Sifat-Sifat Ruang Fungsi Cesaro 

 Berikut akan dibahas mengenai sifat-sifat dari ruang fungsi Cesaro yang 

lain, seperti kepadatan, keterbagian, dan lain-lain. 

Teorema 3.3.1 
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Ruang fungsi Cesaro pCES  adalah ruang solid. 

Bukti. 

Misalkan pf CESÎ  maka | | (0, )pT f LÎ ¥  dengan 

( )
0

1
| | ( ) | ( ) | .

x

T f x f t dt
x

= < ¥ò  

Selanjutnya jika | ( ) | | ( ) |g t f t£  untuk setiap (0, )t Î ¥  maka  

( )
0 0

1 1
| | ( ) | ( ) | | ( ) |

x x

T g x g t dt f t dt
x x

= £ < ¥ò ò  

sehingga ( )
0

1
| | ( ) | ( ) |

x

T g x g t dt
x

= < ¥ò  atau | | (0, )pT g LÎ ¥ . Dengan 

demikian .pg CESÎ  

Karena jika | ( ) | | ( ) |g t f t£  untuk setiap (0, )t Î ¥  mengakibatkan 

pg CESÎ  maka berdasarkan Definisi 2.6.1 pCES  adalah himpunan yang solid. 

Teorema 3.3.2 

Ruang fungsi Cesaro pCES  adalah ruang terbagi (separable). 

Bukti. 

Misal X  adalah ruang dari semua fungsi terukur bernilai rasional (0, )¥  

sedemikian sehingga norma 

1/

0 0

1
| ( ) |

ppx

f t dt dx
x

¥é ùæ öê ú÷ç ÷çê ú÷ç ÷÷çê úè øë û
ò ò konvergen. 

Akan ditunjukkan bahwa X  subruang dari pCES  yakni dengan 

membuktikan bahwa X  ruang bernorma. 



 

 

31

(i) 

1/

0 0

1
|| || | ( ) | 0

ppx

f f t dt dx
x

¥é ùæ öê ú÷ç ÷ç= ³ê ú÷ç ÷÷çê úè øë û
ò ò , hal ini karena || ||f  merupakan hasil 

pengintegralan dari fungsi-fungsi bernilai rasional non negatif, dan 

|| || 0 ( ) 0f f t= Û =  untuk semua (0, )t Î ¥  sebab: 

  || ( ) || 0f t = Û  

1/

0 0

1
| ( ) | 0

ppx

f t dt dx
x

¥é ùæ öê ú÷ç ÷ç =ê ú÷ç ÷÷çê úè øë û
ò ò    

  
0 0

1
| ( ) | 0

px

f t dt dx
x

¥ æ ö÷ç ÷çÛ =÷ç ÷÷çè ø
ò ò  

  
0

1
| ( ) | 0

px

f t dt
x

æ ö÷ç ÷çÛ =÷ç ÷÷çè ø
ò  

  
0

1
| ( ) | 0

x

f t dt
x

Û =ò , karena (0, )x Î ¥  sehingga 0x ¹  

  ( ) 0f tÛ =  

Jadi untuk setiap f XÎ  berlaku 

1/

0 0

1
|| || | ( ) | 0

ppx

f f t dt dx
x

¥é ùæ öê ú÷ç ÷ç= ³ê ú÷ç ÷÷çê úè øë û
ò ò   dan 

|| || 0 ( ) 0f f t= Û =  untuk semua (0, )t Î ¥ . 

(ii) || || | ||| ||f fa a=   untuk setiap a Î � , sebab: 

    || ||fa  = 

1/

0 0

1
| ( ) |

ppx

f t dt dx
x

a
¥é ùæ öê ú÷ç ÷çê ú÷ç ÷÷çê úè øë û
ò ò  

  = 

1/

0 0

1
| || ( ) |

ppx

f t dt dx
x

a
¥é ùæ öê ú÷ç ÷çê ú÷ç ÷÷çê úè øë û
ò ò  
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  = 

1/

0 0

1
| | | ( ) |

ppx

f t dt dx
x

a
¥é ùæ öê ú÷ç ÷çê ú÷ç ÷÷çê úè øë û
ò ò  

= 

1/

0 0

1
| | | ( ) |

ppx
p f t dt dx

x
a

¥é ùæ öê ú÷ç ÷çê ú÷ç ÷÷çê úè øë û
ò ò  

= 

1/

0 0

1
| | | ( ) |

ppx
p f t dt dx

x
a

¥é ùæ öê ú÷ç ÷çê ú÷ç ÷÷çê úè øë û
ò ò  

= 

1/

/

0 0

1
| | | ( ) |

ppx
p p f t dt dx

x
a

¥é ùæ öê ú÷ç ÷çê ú÷ç ÷÷çê úè øë û
ò ò  

=

1/

0 0

1
| | | ( ) |

ppx

f t dt dx
x

a
¥é ùæ öê ú÷ç ÷çê ú÷ç ÷÷çê úè øë û
ò ò  

=| | || ||fa  

 Jadi dapat ditunjukkan bahwa untuk setiap f XÎ  dan untuk setiap a Î �  

berlaku  || || | | || ||f fa a= . 

(iii) || || || || || ||f g f g+ £ + ,  sebab: 

  f g+  = 

1/

0 0

1
| ( ) ( ) |

ppx

f t g t dt dx
x

¥é ùæ öê ú÷ç ÷ç + £ê ú÷ç ÷÷çê úè øë û
ò ò  

1/

0 0

1
| ( ) | | ( ) |

ppx

f t g t dt dx
x

¥é ùæ öê ú÷ç ÷ç + =ê ú÷ç ÷÷çê úè øë û
ò ò  

1/

0 0 0

1 1
| ( ) | | ( ) |

ppx x

f t dt g t dt dx
x x

¥é ùæ öê ú÷ç ÷ç + £ê ú÷ç ÷÷çê úè øë û
ò ò ò  
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1/ 1/

0 0 0 0

1 1
| ( ) | | ( ) |

p pp px x

f t dt dx g t dt dx
x x

¥ ¥é ù é ùæ ö æ öê ú ê ú÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç+ =ê ú ê ú÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çê ú ê úè ø è øë û ë û
ò ò ò ò  

|| || || ||f g+  

 Jadi dapat ditunjukkan bahwa untuk setiap ,f g XÎ  berlaku  

f g f g+ £ + .   

Karena norma yang didefinisikan di atas memenuhi aksioma norma (i), 

(ii), dan (iii) maka berdasarkan Definisi 2.4.2  ruang fungsi X  adalah ruang 

fungsi bernorma. 

Sekarang akan dibuktikan bahwaX adalah padat di .pCES  Perhatikan 

bahwa X  yaitu himpunan dari semua fungsi bernilai rasional di X  dan semua 

titik akumulasinya yaitu fungsi bernilai irrasional, sehingga X  membentuk ruang 

fungsi pCES  dengan kata lain .pX CES=  Berdasarkan Definisi 2.7.2, maka  

pCES  merupakan ruang terbagi. 

 

3.4 Ekuivalensi antara Norma pada Ruang Fungsi Cesaro 

 Pada bagian ini akan dibahas mengenai ekuivalensi antara norma pada 

ruang fungsi Cesaro dengan sebuah norma 0|| ||f  yang didefinisikan sebagai 

berikut 



 

 

34

1/ 1/
1 1/

0
1 11 0

1/

1 1

1 1 1
|| || | ( ) | | ( ) |

1

1 1 1
| |

1

p pp pn m

n m

pp pn

k k
n k m k m

f f t dt m f t dt
n m m

s m t
n m m

+¥ ¥

= =

¥ ¥

= = = =

é ù é ùæ ö æ öæ öê ú ê ú÷ ÷ç ç ÷ç÷ ÷ç ç= + - ÷ê ú ê ú÷ ÷ çç ç ÷ç÷ ÷ è ø÷ ÷ç ç +ê ú ê úè ø è øë û ë û

é ùæ ö æ öæ öê ú÷ ÷ç ç ÷ç= + -÷ ÷ ÷ç ç çê ú÷ ÷ ÷çç ç÷ ÷ è ø+è ø è øê úë û

å åò ò

å å å
1/

1

.

p
¥é ù

ê ú
ê ú
ê úë û
å

 

dengan 
1

| ( ) |
k

k

k

s f t dt
+

= ò  dan 
1/

1/( 1)

| ( ) |
k

k

k

t f t dt
+

= ò  

sebagaimana akan dijelaskan oleh Teorema 3.4.1. Sebelumnya akan ditunjukkan 

bahwa 0|| . ||  adalah sebuah norma. 

 

(i) 0|| || 0f ³  dan 0|| || 0 ( ) 0f f t= Û =  

Bukti. 

Misalkan , pf g CESÎ  dan m Î � . Jelas 0|| || 0f ³  karena masing-masing 

adalah integral mutlak dari fungsi. Demikian juga 0|| || 0 ( ) 0f f t= Û = . 

(ii) 0 0|| || | | || ||f fa a=  

Bukti. 

1/1/
1 1/

0
1 11 0

1/
1 1/

1 1 0

1 1 1
|| || | ( ) | | ( ) |

1

1
| || ( ) | | || ( ) |

pp ppn m

n m

ppn m

n

f f t dt m f t dt
n m m

f t dt m f t dt
n

a a a

a a

+¥ ¥

= =

+¥

=

é ùé ù æ öæ ö æ öê úê ú ÷÷ çç ÷ç÷÷ çç= + - ÷ê úê ú ÷÷ ççç ÷ç÷÷ è ø÷ ÷çç +ê úê úè ø è øë û ë û

é ù æ öæ öê ú ÷÷ çç ÷÷ çç= +ê ú÷ çç ÷÷ ççê úè ø è øë û

å åò ò

å ò ò

1/

1

1/1/
1 1/

1 11 0

1 1

1

1 1 1
| | | ( ) | | | | ( ) |

1

pp

m

pp ppn m

n m

m m

f t dt m f t dt
n m m

a a

¥

=

+¥ ¥

= =

é ùæ öê ú÷ç - ÷ê ú÷ ç ÷ç÷ è ø÷ +ê ú
ë û

é ùé ù æ öæ ö æ öê úê ú ÷÷ çç ÷ç÷÷ çç= + - ÷ê úê ú ÷÷ ççç ÷ç÷÷ è ø÷ ÷çç +ê úê úè ø è øë û ë û

å

å åò ò
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1/1/
1 1/

1 11 0

1 1 1
| | | ( ) | | | | ( ) |

1

pp ppn m
p p

n m

f t dt m f t dt
n m m

a a
+¥ ¥

= =

é ùé ù æ öæ ö æ öê úê ú ÷÷ çç ÷ç÷÷ çç= + - ÷ê úê ú ÷÷ ççç ÷ç÷÷ è ø÷ ÷çç +ê úê úè ø è øë û ë û
å åò ò  

1/1/
1 1/

1 11 0

1/
1 1/

1 1 0

1 1 1
| | | ( ) | | | | ( ) |

1

1
| | | ( ) | | | | ( ) |

pp ppn m
p p

n m

ppn m

n

f t dt m f t dt
n m m

f t dt m f t dt
n

a a

a a

+¥ ¥

= =

+¥

=

é ùé ù æ öæ ö æ öê úê ú ÷÷ çç ÷ç÷÷ çç= + - ÷ê úê ú ÷÷ ççç ÷ç÷÷ è ø÷ ÷çç +ê úê úè ø è øë û ë û

é ù æ öæ öê ú ÷÷ çç ÷÷ çç= +ê ú ÷÷ çç ÷÷ ççê úè ø è øë û

å åò ò

å ò ò

1/

1

1 1

1

pp

m m m

¥

=

é ùæ öê ú÷ç - ÷ê úç ÷ç÷ è ø÷ +ê ú
ë û
å

 

1/1/
1 1/

1 11 0

0

1 1 1
| | | ( ) | | ( ) |

1

| | || ||

pp ppn m

n m

f t dt m f t dt
n m m

f

a

a a

+¥ ¥

= =

æ öé ùé ù ÷ç æ öæ ö æ ö ÷ç ê úê ú ÷÷ çç ÷÷çç ÷÷ çç= + - ÷÷ê úê ú ÷÷ çç çç ÷÷ç÷÷ç è ø ÷÷ ÷çç +ê úê úè ø è øç ÷÷çë û ë ûè ø

=

å åò ò
 

(iii) 0 0 0|| || || || || ||f g f g+ £ +  

Bukti. 

1/ 1/
1 1/

0
1 11 0

1/
1

1 1

1

0

1 1 1
|| || | ( )( ) | | ( )( ) |

1

1
| ( ) | | ( ) |

| ( ) | | ( ) |

p pp pn m

n m

ppn

n

f g f g t dt m f g t dt
n m m

f t g t dt
n

m f t g t

+¥ ¥

= =

+¥

=

é ù é ùæ ö æ öæ öê ú ê ú÷ ÷ç ç ÷ç÷ ÷ç ç+ = + + + - ÷ê ú ê ú÷ ÷ çç ç ÷ç÷ ÷ è ø÷ ÷ +ç çê ú ê úè ø è øë û ë û

é ùæ öê ú÷ç ÷ç£ + +ê ú÷ç ÷÷çê úè øë û

+

å åò ò

å ò

1/
/

1

1/
1 1

1 1 1

1/
1/ 1/

1 0 0

1 1

1

1 1
| ( ) | | ( ) |

1 1
| ( ) | | ( ) |

1

ppm

m

ppn n

n

ppm m

m

dt
m m

f t dt g t dt
n n

m f t dt m g t dt
m m

¥

=

+ +¥

=

¥

=

é ùæ öæ öê ú÷ç ÷ç÷ç - =÷ê ú÷ çç ÷ç÷ è ø÷ +çê úè øë û

é ùæ öê ú÷ç ÷ç + +ê ú÷ç ÷÷çê úè øë û

é ùæ öæ öê ú÷ç ÷ç÷ç + - ÷ê ú÷ çç ÷ç÷ è ø÷ +çê úè øë û

å ò

å ò ò

å ò ò

 

Berdasarkan pertidaksamaan Minkowski 
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1/ 1/
1 1 1

1 11 1 1

1/
1

1 1

1 1 1
| ( ) | | ( ) | | ( ) |

1
| ( ) |

p pp pn n n

n n

ppn

n

f t dt g t dt f t dt
n n n

g t dt
n

+ + +¥ ¥

= =

+¥

=

é ù é ùæ ö æ öê ú ê ú÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç+ £ê ú ê ú÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çê ú ê úè ø è øë û ë û

é ùæ öê ú÷ç ÷ç+ ê ú÷ç ÷÷çê úè øë û

å åò ò ò

å ò

                   (*) 

dan 

1/
1/ 1/

1 0 0

1/
1/ 1/

1 10 0

1 1
| ( ) | | ( ) |

1

1 1 1 1
| ( ) | | ( ) |

1 1

ppm m

m

pp pm m

m m

m f t dt m g t dt
m m

m f t dt m g t dt
m m m m

¥

=

¥ ¥

= =

é ùæ öæ öê ú÷ç ÷ç÷ç + - ÷ê ú÷ çç ÷ç÷ è ø÷ç +ê úè øë û

é ù é ùæ ö æ öæ ö æ öê ú ê÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç£ - + -÷ ÷ê ú ê÷ ÷ç çç ç÷ ÷ç ç÷ ÷è ø è ø÷ ÷ç ç+ +ê ú êè ø è øë û ë û

å ò ò

å åò ò

1/ p

ú
ú
ú

  (**) 

Berdasarkan (*) dan (**) dapat disimpulkan bahwa 

0 0 0|| || || || || ||f g f g+ £ + . 

Karena 0|| ||f  memenuhi (i), (ii), dan (iii) maka berdasarkan Definisi 2.1.2, 

0|| ||f  adalah sebuah norma. 

Teorema 3.4.1 

Norma 

1/

0 0

1
|| || | ( ) |

ppx

f f t dt dx
x

¥é ùæ öê ú÷ç ÷ç= ê ú÷ç ÷÷çê úè øë û
ò ò  ekuivalen dengan norma 0|| ||f . 

Bukti. 

Akan ditunjukkan bahwa 

1/

0 0

1
|| || | ( ) |

ppx

f f t dt dx
x

¥é ùæ öê ú÷ç ÷ç= ê ú÷ç ÷÷çê úè øë û
ò ò  ekuivalen 

dengan norma 0|| ||f  dimana  
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1/ 1/
1 1/

0
1 11 0

1/

1 1

1 1 1
|| || | ( ) | | ( ) |

1

1 1 1
| |

1

p pp pn m

n m

pp pn

k k
n k m k m

f f t dt m f t dt
n m m

s m t
n m m

+¥ ¥

= =

¥ ¥

= = = =

é ù é ùæ ö æ öæ öê ú ê ú÷ ÷ç ç ÷ç÷ ÷ç ç= + - ÷ê ú ê ú÷ ÷ çç ç ÷ç÷ ÷ è ø÷ ÷ç ç +ê ú ê úè ø è øë û ë û

é ùæ ö æ öæ öê ú÷ ÷ç ç ÷ç= + -÷ ÷ ÷ç ç çê ú÷ ÷ ÷çç ç÷ ÷ è ø+è ø è øê úë û

å åò ò

å å å
1/

1

p
¥é ù

ê ú
ê ú
ê úë û
å

 

dengan 
1

| ( ) |
k

k

k

s f t dt
+

= ò  dan 
1/

1/( 1)

| ( ) |
k

k

k

t f t dt
+

= ò . Dengan ditunjukkan bahwa 

terdapat konstanta 1K  dan 2K  sedemikian sehingga berlaku 

1 0 2 0|| || || || || ||K f f K f£ £  untuk setiap .pf CESÎ  

 Untuk  1n x n£ £ + , maka diperoleh 

1 1

0 0 0 0 0

1

0 0 0

1

0 0 0

1 1 1 1 2
| ( ) | | ( ) | | ( ) | | ( ) | | ( )

2 1 1

1 1 2
| ( ) | | ( ) | | ( )

2 1

1 1 2
| ( ) | | ( ) | | ( )

2 1

n n x n n

n x n

p pn x n

f t dt f t dt f t dt f t dt f t dt
n n x n n

f t dt f t dt f t dt
n x n

f t dt f t dt f t dt
n x n

+ +

+

+

£ £ £ £
+ +

Þ £ £
+

æ ö æ ö æ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ç çÞ £ £÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç ç +è ø è ø è

ò ò ò ò ò

ò ò ò

ò ò ò

1

0 0 0

1

1 0 1 0 0

1 1 1
2 | ( ) | | ( ) | 2 | ( )

1

1 1 1
2 | ( ) | | ( ) | 2 | ( )

1

p

p p pn x n
p p

p pn x n
p p

n

f t dt f t dt f t dt
n x n

f t dt f t dt dx f t dt
n x n

+
-

¥ +¥
-

=

ö÷÷ç ÷ç ÷÷ç ø

æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç çÞ £ £÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷÷ ÷ ÷ç ç ç +è ø è ø è ø

æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ç ç çÞ £ £÷ ÷ç ç ç÷ ÷÷ ÷ç ç ç +è ø è ø è ø

ò ò ò

å ò ò ò ò
1

1 20 1 0 0

1 1 1
2 | ( ) | | ( ) | 2 | ( )

p

n

p p pn x n
p p

n n

f t dt f t dt dx f t dt
n x n

¥

=

¥¥ ¥
-

= =

÷÷÷÷

æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç çÞ £ £÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷÷ ÷ ÷ç ç çè ø è ø è ø

å

å åò ò ò ò
 

 Begitu juga, untuk 1/ ( 1) 1/m x m+ £ £ Û 1/ 1m x m£ £ +  dengan 

1,2,3,...,m =  dan diperoleh 
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1/ 1 1/ 1

0 0 0

1/ 1/

0 0

1/ 1 1/

0 0 0

1 1
| ( ) | | ( ) | | ( ) |

2

( 1) | ( ) | 2 | ( ) |

1 1
| ( ) | | ( ) | 2 | ( ) |

2

m m x

m m

m x m

m
f t dt m f t dt f t dt

x

m f t dt m f t dt

m
f t dt f t dt m f t dt

x

+ +

+

+
£ £

£ + £

+
Þ £ £

ò ò ò

ò ò

ò ò ò

 

1/ 1 1/

0 0 0

1/ 1

2 0 0 0

1/

0

1
2 ( 1) | ( ) | | ( ) | 2 | ( ) |

1 1 1
2 | ( ) | | ( ) |

1

2 | ( ) |

p p pm x m
p p

p pm x
p

m

m
p

m f t dt f t dt m f t dt
x

m f t dt f t dt dx
m m x

m f t d

+
-

¥
-

=

æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç çÞ + £ £÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷÷ ÷ ÷ç ç çè ø è ø è ø

æ ö æ öæ ö÷ ÷ç ç÷ç÷ ÷ç çÞ - £÷÷ ÷çç ç÷ç÷ ÷è ø÷ ÷ç ç+è ø è ø

£

ò ò ò

å ò ò ò

ò
1

1 1

1

p

m

t
m m

¥

=

æ öæ ö÷ç ÷ç÷ç - ÷÷ çç ÷ç÷ è ø÷ç +è ø
å

 

 

Perhatikan bahwa 

1 1
2

1 10 1

2 1

1 1
2 | ( ) | 2 | ( ) |

1

1
2 | ( ) | ..............(1)

p pn n
p p

n n

pn
p

n

f t dt f t dt
n n

f t dt
n

+ +¥ ¥
- -

= =

¥
-

=

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç£÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç ç +è ø è ø

æ ö÷ç ÷ç£ ÷ç ÷÷çè ø

å åò ò

å ò

 

dan 

1/ 1
2

1 0 0

1/

2 0

1 1
2 | ( ) | 2 | ( ) |

1

1 1
2 | ( ) | ........(2)

1

p pm
p p

m

pm
p

m

m f t dt f t dt
m m

m f t dt
m m

¥
- -

=

¥
-

=

æ ö æ öæ ö÷ ÷ç ç÷ç÷ ÷ç ç- £÷÷ ÷çç ç÷ç÷ ÷è ø÷ ÷ç ç+è ø è ø

æ öæ ö÷ç ÷ç÷ç+ - ÷÷ çç ÷ç÷ è ø÷ç +è ø

å ò ò

å ò

 

Berdasarkan (1) dan (2) diperoleh 
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1 1/
2

1 11 0

1 1/

2 21 0 0

1 1 1
2 | ( ) | | ( ) |

1

1
2 | ( ) | 2 | ( ) | 2 | ( ) |

ppn m
p

n m

p ppn m
p p p

n m

f t dt m f t dt
n m m

f t dt f t dt m f t dt
n

+¥ ¥
-

= =

¥ ¥
- - -

= =

é ùæ öæ ö æ öê ú÷÷ çç ÷ç÷÷ çç + - ÷ê ú÷÷ ççç ÷ç÷÷ è ø÷ ÷çç +ê úè ø è øë û

æ ö æ öæ ö ÷ ÷÷ ç çç ÷ ÷÷ ç çç£ + +÷ ÷÷ ç çç ÷ ÷÷÷ ÷ ÷ç ççè ø è ø è ø

å åò ò

å ò ò ò
1 1

1m m

æ ö÷ç - ÷ç ÷çè ø+
å

 

1/

1 20 0

1 1 1
2 | ( ) | 2 | ( ) |

1

p pn m
p p

n m

f t dt m f t dt
n m m

¥ ¥
- -

= =

æ ö æ öæ ö÷ ÷ç ç ÷ç÷ ÷ç ç= + - ÷÷ ÷ çç ç ÷ç÷ ÷ è ø÷ ÷ç ç +è ø è ø
å åò ò  

1

1 0 0 0

0 0

1 1
| ( ) | | ( ) |

1
| ( ) |

|| || .

p px x

px

p

f t dt dx f t dt dx
x x

f t dt dx
x

f

¥

¥

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç£ +÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø

æ ö÷ç ÷ç= ÷ç ÷÷çè ø

=

ò ò ò ò

ò ò  

  Berdasarkan pertidaksamaan 1/ 1/ 1/ 1/2 ( )p p q px y x y+ £ +   pada Teorema 

2.3.4 dimana , 0x y ³ , diperoleh 

1/
1 1/

2 1/ 2
0

1 11 0

1 1 1
2 || || 2 | ( ) | | ( ) |

1

|| ||

pp pn m
q

n m

f f t dt m f t dt
n m m

f

+¥ ¥
- - -

= =

é ùæ ö æ öæ öê ú÷ ÷ç ç ÷ç÷ ÷ç ç£ + - ÷ê ú÷ ÷ çç ç ÷ç÷ ÷ è ø÷ ÷ç ç +ê úè ø è øë û
£

å åò ò  

Dengan 2 1/
1 2 .qK - -=  

  Selanjutnya dengan menuliskan 
1

( ) p

n

p nz
¥

-

=

= å  diperoleh 

1
2

2 20 0 1

1 1
2 | ( ) | 2 | ( ) | | ( ) |

2

ppn n
p p p

n n

f t dt n f t dt f t dt
n

¥ ¥
-

= =

é ùæ ö æ ö÷ ÷ç çê ú÷ ÷ç ç= +÷ ÷ê úç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è øê úë û
å åò ò ò . 

Berdasarkan pertidaksamaan pada Teorema 2.3.5 diperoleh 
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1
2

2 0 1

1
2

2 0 1

1/
2

1 0

1
2 | ( ) | | ( ) |

2

1 1
2 | ( ) | | ( ) |

2 2

1 1
2 ( ( ) 1) | ( ) |

1

p
n

p p

n

p pn
p p

n

pm
p

m

n f t dt f t dt

n f t dt f t dt

p m f t dt
m m

z

¥
-

=

¥
-

=

¥

=

é ùæ ö÷çê ú÷ç + ÷ê úç ÷÷çè øê úë û

é ùæ ö æ öê ú÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç£ +ê ú÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çê úè ø è øë û

ì æ ö æ ö÷ç ÷ç÷ç£ - - ÷÷ çç ÷ç÷ è ø÷ç +è ø

å ò ò

å ò ò

å ò

1
2 1

1 1

1
2 | ( ) | .

pn
p

n

f t dt
n

+¥
-

=

üï ïï ïï ïí ýï ïï ïï ïî þ

æ ö÷ç ÷ç+ ÷ç ÷÷çè ø
å ò

 

 

Selanjutnya 

1

0 0 0 0 1 0

1/

1 20 0

2

1 1 1
| ( ) | | ( ) | | ( ) |

1 1 1
2 | ( ) | 2 | ( ) |

1

{2 ( ( ) 1)

p p px x x

p pm n
p p

m n

p

f t dt dx f t dt dx f t dt dx
x x x

m f t dt f t dt
m m n

pz

¥ ¥

¥ ¥

= =

æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç= +÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷÷ ÷ ÷ç ç çè ø è ø è ø

æ ö æ öæ ö÷ ÷ç ç÷ç÷ ÷ç ç£ - +÷÷ ÷çç ç÷ç÷ ÷è ø÷ ÷ç + çè ø è ø

£ - +

ò ò ò ò ò ò

å åò ò

1/

1 0

1
2 1

1 1

1/ 1

1 10 1

1 1
2 } | ( ) |

1

1
2 | ( ) |

1 1 1
| ( ) | | ( ) | ,

1

pm
p

m

pn
p

n

p pm n

m n

m f t dt
m m

f t dt
n

A m f t dt f t dt
m m n

¥

=

+¥
-

=

+¥ ¥

= =

æ ö æ ö÷ç ÷ç÷ç - ÷÷ çç ÷ç÷ è ø÷ç +è ø

æ ö÷ç ÷ç+ ÷ç ÷÷çè ø

ì üï ïæ ö æ öæ öï ï÷ ÷ç çï ï÷ç÷ ÷ç ç£ - +÷í ý÷ ÷çç ç÷ç÷ ÷ï ïè ø÷ ÷ç + çè ø è øï ïï ïî þ

å ò

å ò

å åò ò

 

dengan 2 2 1max{2 ( ( ) 1) 2 ,2 }.p p pA pz -= - +  
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 Dengan demikian berdasarkan pertidaksamaan 1/ 1/ 1/ 1/( ) 2 ( )p p p px y x y+ £ +  

pada Teorema 2.3.4 dengan , 0x y ³  diperoleh 

1/ 1/
0|| || 2 || ||p pf A f£ . 

Dengan 1/
2 (2 ) .pK A=  

Karena keberadaan konstanta 1K  dan 2K  telah dibuktikan dan 

pertidaksamaan 1 0 2 0|| || || || || ||K f f K f£ £  berlaku maka norma || . || ekuivalen 

dengan norma 0|| . || . 

 

 

 


