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SISTEM OPERATOR DAN PEMETAAN POSITIF

[11.1  Spektrum dari Aljabar Banach
Definisi 111.1.1: Spektrum dari Aljabar Banach [11]

Misalkan B adalah aljabar Banach yang memuat identitas. Soektrum dari elemen

xOB ditulis o, (x) (atau o(x)) adalah himpunan

{200 |A.1-x non invertibel di B} .

Konsep spektrum dari suatu operator adalah perluasan dari konsep nilai
eigen untuk matriks. Operator pada ruang dimensi takhingga mungkin saja tidak

mempunyai nilai eigen.

Contoh 111.1.2:
Misalkan ruang Hilbert |* dan T operator geser dengan definisi
T:172 517
(%% %) a (0,%,%,,...).
Akan ditunjukkan bahwa T tidak mempunyai nilai eigen.
Misalkan x=(x,) di I?, T, :=y=(X,,);n>1,dan x, =0.

Andaikan terdapat A sehingga (11.1.2.1)



Akibatnyadiperoleh Ax, =0,AX, = X, A%, = X,,.... AX, =AX ;. (111.1.2.2)
Sekarang perhatikan  x=(1,0,0,...),y=(0,1,0,..)0¢%, kondisi (111.1.2.2)
mengakibatkan A =0, 0=1 adalah sesuatu yang tidak benar. Jadi, pengandaian

(111.1.2.1) adalah salah.

Dengan demikian, tidak ada nilai A yang memenuhi.

[11.2  Spektrum dari Aljabar-C*
Definisi 111.2.1: Spektrum dari aljabar-C* [6]
Misalkan A adalah aljabar-C* yang memiliki identitas 1. Spektrum dari suatu

demen alJ A, didefinisikan o(a) =0, (a) ={A0£ |A.1-a non invertibel di A}.

Teoremalll.2.2: [6]

Misalkan A adalah aljabar-C* dan alA, maka  spektrum
o(a)=0,(a)={A0£ |2.1-anoninvertibel di A} tidak kosong.

Bukti:

Andaikan ¢ (a) = ¢, artinya A.1-a invertibel untuk semua A 00 .

Sekarang misalkan A=[] djabar-C* di mananorm di I adalah modulus vektor,

yaitu bilaa=f+ig [ U , makanorm a adalah

|al| =0ac= {f2+g>.

Kemudian pemetaan a +— a di mana a adalah konjugat dari a mendefinisikan

involusi dan dapat ditunjukkan || a* a|| = [|a|*



Jika A =x+iy maka A.1-a=(x+iy).1-(f +ig) =(x-f)+i(y-g). (11.2.2.1)
Sesuai dengan pengandaian di atas, haruslah A.1-a invertibel.
Artinyaterdapat y=(A.1-a) ", sebut y=(p+iq).
Sehingga (A.1-a).y=1=1+i0.
Dari (111.2.2.1) diperoleh (x— f )+i(y=g).y=1+i0. (111.2.2.2)
Kemudian ambil A=x+iy=1f +ig=a, akibathyax=f dan y=g.
Dari (111.2.2.2) diperoleh
(0+i0).y=1+i0
(0+i0).(p+ig) =1+i0
(0+2(i0) +i?0) =1+i0
0+i0=1+i0
0=1 inkonsisten.

Dengan demikian, pengandaian salah. Jadi haruslah o (a) # @. i

[11.3  Unsur Positif pada Aljabar-C*

Definisi 111.3.1: Unsur positif di aljabar-C* [1]

Misalkan A aljabar-C*. Suatu unsur a dari A adalah positif jika a self-adjoint
(a*=a) dan o(a)0j ; (himpunan bilangan real non negatif), dinotasikan
dengan a=0. Himpunan A" adalah koleksi dari semua unsur positif di A. Suatu

unsur a adalah negatif jika —ald A", ditulis a<0, dan himpunan A" adalah

koleks dari semua unsur negatif di A.



Teoremalll.3.2: [6]
Misalkan A aljabar-C* dan allA adalah suatu unsur positif, maka terdapat

secaratunggal b0 A sedemikian sehingga a=b*b.
Bukti dari Teoremalll.3.2 terdapat pada [6].

Misalkan X adalah ruang topologi. Suatu kelas subset buka {Gi} di X
disebut cover buka jika setiap titik di X termuat di salah satu G;. Suatu sub kelas
dari cover buka yang masih merupakan cover buka disebut sebaga subcover
buka. Selanjutnya, ruang topologi di mana setiap cover bukanya memiliki
subcover yang berhingga, artinya setiap cover bukanya dapat direduksi ‘menjadi
subcover yang berhingga jumlahnya disebut ruang kompak. Hal ini dinyatakan

dalam [14].

Misalkan X suatu ruang kompak dan aljabar-C* C(X) adalah himpunan
fungsi-fungsi kontinu dari X ke O di mana adjointnya f*(x)zm dan
pemetaan f > f  mendefiniskan suatu - involusi. Sedangkan normnya
didefinisikan sebagai £ ]| =sup{|f (x)]: xO X} di mana untuk setiap f OC(X)
berlaku

() £ ()] =sup{| £ * (%) £ (x)]:xO X}

:sup{‘f (x)f (x)‘ - x[ X}



= sup“ f (x)‘2 - x[ X}

2
=t (-
Kemudian, karena pada C(X) berlaku operas titik demi titik maka

(f.g)(x)=f(x)g(x).Bila f(x)#0 untuk semuax di X makaf memiliki invers

yaitu % di mana%(x) :ﬁ dan f(x).

Lemmalll.3.3:

Misalkan X suatu ruang kompak maka Of OC(X) berlaku o(f)=R, .

Bukti:

Misalkan A0g( f) jikadan hanyajika A.1- f invertibel
= (A1-f)(x)20; OxOX
= f(x)zA; OxOX
~ A0R,

Jadi, A0o(f) = AOR,

Hal ini ekuivalen dengan A0 o (f) = AOR,.

Jadi, o(f)=R,. 0



Teoremalll.3.4: [1]

Misalkan f adalah unsur dari aljabar-C* C(X), maka f adalah unsur positif jika

dan hanya jika f (x)=0 untuk semua xO X .
Bukti:

(0) Misalkan f(x)=0 untuk semua x, akan ditunjukkan o (f)=0 dan

Berdasarkan definisi, A0 adalah anggota dari o( f) jika dan hanya jika
A.1-f non invertibel. Akibatnya terdapat x, sehingga (A.1- f)(x,) =0
dan diperoleh f (x,)=A.Karena f (x,)=0 akibatnya A =0.

Jadi o(f)=0. (11.3.4.1)
Karena f(x)=0, maka f(x)O0 di mana f(x)=a +ib =a ;b =0

dana, 20. Akibatnya f (x)=a,.

Jadi, T (x)= f (x). (111.3.4.2)
Dari (111.3.4.1) dan (111.3.4.2) dapat disimpulkan bahwa f adalah unsur
positif.

(=) Karena f unsur positif meka o(f)=0, akan ditunjukkan f(x)=0 untuk
semua X[ X .
Berdasarkan definisi  spektrum, o(f)={A00 |A.1- f non invertibel} .

Karena o(f)=0 maka A20. Kemudian karena o(f)=R, (Lemma

111.3.3) akibatnya f (x)=0; OxOX .



Jadi, f adalah unsur positif dari aljabar-C* C(X) jika dan hanya jika f(x)=0

untuk semua xO X . 0

Proposisi 111.3.5: [1]
Misalkan A suatu aljabar-C*, dan a=a*[1A. Maka terdapat secara tunggal
unsur-unsur positif 'u dan v pada A sedemikian sehingga a=u-v dan

uv=wvu=0.

Untuk membuktikan Proposisi 111.3.5 kita perlu meninjau konsep kalkulus
fungsional. Bukti dari Proposisi 111.3.5 tidak disgjikan dalam Tugas Akhir ini.

Pembuktian terdapat pada[1].

[11.4 Fungsional Linear Positif pada Aljabar-C*
Definisi 111.4.1: Representasi dari aljabar-C* [1]

Misalkan A suatu aljabar-C*, suatu representasi dari A adalah pasangan (7T, H ) :
di mana H ruang Hilbert dan 77: A - B(H) adalah homomorfisma aljabar-C*.

Jika A unital maka 77(1) =1.

Kita akan membedakan pemetaan linear dari ruang vektor V ke
lapangannya dengan pemetaan linear umum dari ruang vektor V ke ruang vektor

W. Suatu pemetaan linear dari ruang vektor V ke lapangannya (pada Tugas Akhir



ini, lapangan yang dimaksud adalah [] ) disebut fungsional linear. Berikut adalah

definisi formal dari fungsional linear.

Definisi 111.4.2: Fungsional Linear

Misalkan A aljabar-C*. Suatu fungsional adalah pemetaan ¢@: A - [ . Bila ¢

bersifat linear, yaitu:
) p(x+y)=g(x)+e(y);OxyOA,
i) ¢(kx) =k(¢(x)); OxO A dan skalar k di £,

maka ¢ disebut fungsional linear.

Definisi 111.4.3: Fungsional Linear Positif [1]

Misalkan A aljabar-C* unital. Fungsional linear @: A - [ disebut fungsional

linear positif bila g(a)=0; DaOdA".

Contoh 111.4.4: [1]
Misalkan A suatu aljabar-C* unital, 77 representasi dari A pada suatu ruang
Hilbert H, dan e suatu vektor unit di H.
Definisikan ¢: A - [ dengan
p(a)=(m(a)ele).
Akan ditunjukkan bahwa ¢ adalah fungsional linear positif, dan ¢(1) =1.
1) Akan ditunjukkan bahwa ¢ adalah pemetaan.

Ambil a, =a, OA.



Karena 77 pemetaan, maka 77(a, ) = 77(a,) -

Akibatnya (77(a,)e|e) =(77(a,)e|e) . Dengan katalain ¢(a,) = ¢(a,).
Jadi, ¢ adalah pemetaan (fungsional).
i) Akan ditunjukkan bahwa ¢ linear.

Misalkan a,a, 0 A dan a0 .
#(a +a,)=(n(a +2)ele)
=(((a)+7(a))ele)
=(n1(a) e+ m(a,)ele)
=(71(a)ele)+(r(a,)ele)
=g(a)+¢(a,).
Jadi, p(a, +8,) = p(a) +¢(a,) (111.4.4.1)
Sdanjtnya, p(aa,) =(mr(aa,)ele)
=(an(a)ele)
=a(n(a)ele)
=ap(a).
Jadi, p(aa,) =ag(a,) (11.4.4.2)
Dapat disimpulkan dari (111.4.4.1) dan (111.4.4.2) bahwa ¢ adalah linear.
iii) Akan ditunjukkan bahwa ¢ positif.

Berdasarkan Teoremalll.3.2, misdkan alJ A" = a=Db*b untuk suatu b di A.



¢(a) = p(b*b)

(r(b*b)el)
(o) (o)l
- (o)l (o))
“[n(o)d" 20

Jadi, @ positif.

Berdasarkan i), ii), dan iii), maka @: A - dengan g(a)=(r(a)e|e) adalah
suatu fungsional linear positif.

iv) Akan ditunjukkan bahwa g(1) =1.
#(1)=(rr(1)ele)
- (Lelo)
=(ele)
= e

=1. (eunit di H)

Jadi, ¢(1) =1.

Proposisi 111.4.5: CBS (Cauchy-Bunyakowskii-Schwar z) [1]

Misalkan @ adalah fungsional linear positif pada suatu aljabar-C* A, maka

\4”(3/* X)\ZSCU(Y* y)o(x*x) ; Ox,yOA.



Proposisi 111.4.5 akan sangat berguna untuk mengkaji sifat norm dari
fungsional linear positif pada sistem operator. Adapun bukti dari proposisi ini

dapat dilihat pada[1].

[11.5 Sistem Operator

Definisi 111.5.1: Subruang

Misalkan H ruang Hilbert. Himpunan V [0 H disebut subruang (atau manifold
linear) apabila memenuhi

1) x+yOV;Ox, yOv ,

2) axOV;Ox0OV,a 00 .

Definisi 111.5.2: Sistem Operator pada B(H)

Misalkan H ruang Hilbert. V disebut sistem operator apabila V subruang dari
B(H) yang memenuhi:

1) OvOV = v OV,

2) V memuat operator identitas.

Misalkan S subset dari suatu ajabar-C* A. Kemudian kita definisikan
himpunan
s ={a*:als},

dan Sdikatakan self-adjoint apabilaS* = S.



Definisi 111.5.3: Sistem Operator pada Aljabar-C* [1]

Suatu sistem operator adalah subruang S pada aljabar-C* sedemikian sehingga
10SdanS =S

Dalam pengertian lain, Sdisebut sistem operator apabila S adalah subruang dari
aljabar-C* dengan sifat:

1) st0S;0s0S,

2) Smempunyai identitas 1.

Contoh 111.5.4: Keterkaitan Aljabar-C* dengan Sistem Operator

Setiap aljabar-C* unital adalah sistem operator.

Berdasarkan Teorema 11.9.3 bahwa setiap aljabar-C* adalah subaljabar-C* dari
B(H). Hal ini berarti aljabar-C* juga merupakan subruang dari B(H). Selanjutnya,
karena aljabar-C* unital tertutup terhadap involusi, maka dapat disimpulkan

bahwa aljabar-C* unital adalah suatu sistem operator.

Beranjak dari Proposisi 111.3.5, terdapat suatu fakta yang berkaitan dengan

a suatu . unsur  hermitian  dari S yakni = |la|.1+adS"  dan
a:%(||a||.1+ a)—%(||a||.1— a). Artinya setiap unsur hermitian dari suatu sistem

operator adalah selisih dari dua buah unsur positif. Hal ini dinyatakan pada [1]

dan[7] .



Proposisi 111.5.5: [1]

Misalkan S suatu sistem operator dan misalkan f:S - [J adalah fungsional
linear positif, maka f terbatasdan || f| = f (1).
Bukti:
f:S - 0 suatufungsional linear positif, artinya f (a)=0; DadS".
Berdasarkan pembahasan pada sistem operator apabila a suatu unsur hermitian
dari Smaka |a].1xalS". Akibatnya [a.f (1) + f (a) = f (|a].1xa) 2 0. Karena
f(1)=0 maka |f (a)| <]al.f (1).
Pada kasus lain apabila kita tinjau secaraumum, misalkan aldJS maka
|t (a)f =|f (ra)] (operasi pada ajabar-C*)

<f(1*1) f(a*a) (CBS)

=f(1) f (a*a)

< f(1)]a*al f(1) (karenaa*ahermitian)

=1 (1)]a* 2

= f (1) (sifat pada aljabar-C*)

Artinya | f (a)| < f (1)]a].

Hal ini menunjukkan bahwaf terbatas.

Selanjutnya | || = sup{‘ f (a)|:]a] s]} , sehingga

[#]1=sup{|f ()| all <1} < sup{ (1) ] <}



= f (Ysup{llal -] <

=f(1).
Artinya | f||< f(1). (11.55.1)
Perhatikan bahwa f (1) =|f (1)< | f||, karena 1] =1<1. (111.5.5.2)
Dari (111.5.5.1) dan (111.5.5.2) dapat disimpulkan bahwa || f{ = f (1). 0

[11.6 Pemetaan Positif dari Sistem Operator
Definisi 111.6.1: Pemetaan Positif dari Aljabar-C* [6] dan [2]

Misalkan A dan B aljabar-C*. Suatu pemetaan positif antara A dan B adalah

pemetaan linear ¢: A -~ B sedemikian sehingga ¢(a)=0 di mana aOA",

g(A)OB .

Definisi I11.6.2: Pemetaan Positif dari Sistem Operator [1]

Misalkan A dan B aljabar-C* dan S adalah sistem operator pada A. Suatu
pemetaan positif antara S dan B adalah pemetaan linear @:S —» B sedemikian
sehingga @(a)=0 di mana ads’, ¢(S*) OB*.

Dengan pengertian lain pada [ 7], suatu pemetaan positif memetakan unsur-unsur

positif dari Ske unsur-unsur positif dari B.



Misalkan S adalah suatu sistem operator dan @: S — B adalah pemetaan

positif, allS dan a=a*. Karena setiap unsur hermitian dari S adalah selisih

dari dua unsur positif, maka
oa)=of 3l 1+2) - 2 (Jal-2) | =3 o{(Ja 1+ 2)-([al-1-2)
o) =f (3l 2¢2) (244

Lo fava)~{Ja -2

=59{(lel 1+2)~(jal 1-2))

Selanjutnya

o(a*) =5 {(laf-1+2) - (|al-1- )
=2 (ellel1+2) - Jal-1-a)
=3 {(ellal1+2))*~(o{lal-1-a))*) (karena gfja. 1) D B)
=5 (el 1+a))-3((lal 1-a))-

o))
~(f Ll a+a)-o{ 3lel1-a)

=(¢(a))



Telah diketahui bahwa suatu fungsiona linear positif pada suatu sistem

operator adalah terbatas dan normnya adalah |¢f = ¢(1). Hal yang sama tidak

sepenuhnya benar bagi suatu pemetaan positif.

Proposisi 111.6.3: [1] dan [7]

Misalkan S suatu sistem operator dan ¢: S - B adalah pemetaan positif, maka
¢ adalah terbatas dan ||| < 2[|e(1)].

Bukti:

Misalkan p unsur positif dari S maka O< p<|p|.1 dan 0<¢(p)<|p|.e(2).
Diperolen [¢(p)| <||p|-|¢(2)] apabila p>o0.

Selanjutnyajika p, dan p, positif, maka || p, = p,| < max{| p|.| p,[} . Misalkan h

unsur hermitian o § maka =2 (|h.1+h) - (-1~ h) dan depat diperolen

pula w(h):%¢(||h||.1+h)—%qo(”h”.l—h). Hal ini berarti bahwa @(h) dapat
ditulis sebagal selish dari dua buah wunsur positif di B, Jadi,

lofn)] < 5 max{ (i) 1+ )| oI} 1- )}

Jika yang maksimum adalah %H¢(”h|| 1+ h)” , maka



1
letnl= 5 elinl- )]
1
<Ll )

<5 (Ink4 + i)t
=|hlle(2)] -

Jika yang maksimum adalah %Hgo(”h”l— h)” , maka

lotn)] =2l 1-)

<211~
< (-] -t

=2 () + )t
= Inllota)]
0 o{n)] <5 max{le{In]-Lb)] eIl n)} < ()]

Kemudian misalkan a adalah sembarang unsur dari S, maka a=h+ik dengan

Al K] < flafl = b k=K
Akibatnya ¢(a) = p(h+ik) =g(h)+¢(ik), dan
(@)= e(h) + #(ik)]

<[le(h)]+] (k)]



= ()] +flle(k)]
= ()] + (k)]
<l ()] +il- ()]
= (Il + i) (D)}
< (2] + ).} (@]
=2|a) (1)
Attinya |@(a)| < 2[a] |o(1)].
Perhatikan bahwa | = supf{ ()] : 2] <}

< sup{ 2| (1) : | <]

= 2| (1) supf ] - o} < 3}

=2]e(1)].

Jadli, norm dari pemetaan positif adalah | ¢ < 2[|¢(1)] -



