BAB I11
MENYELESAIKAN MASALAH REGRESI INVERS DENGAN

METODE GRAYBILL

3.1 Pengertian

Masalah regresi invers dengan bentuk linear dapaimpai dalam
berbagai bidang kehidupan, diantaranya dalam biéangomi, kesehatan, fisika,
kimia dan masih banyak lagi. Sebagai ilustrasijkinérini merupakan beberapa
contoh masalah regresi invers dengan bentuk linear
Bidang ekonomi

Misalkan diketahui bahwa terdapat hubungan linegéara jumlah tenaga
kerja pada suatu perusahaan sebagai variabel bébdengan jumlah produksi
yang dihasilkan suatu perusahaan tersebut sebagabel terikatY . Jika ingin
diketahui jumlah tenaga kerja yang dibutuhkan agacapai jumlah produksi
yang diinginkan oleh suatu perusahaan, maka iniupaikan masalah regresi
invers.
Bidang Kesehatan

Misalkan diketahui bahwa terdapat hubungan linedara jumlah kadar
suatu obat penurun tekanan darah yang diberikaadieepeorang pasien dalam
suatu selang waktu tertentu sebagai variabel bebakengan penurunan tekanan
darah yang terjadi pada pasien tersebut sebagabehterikatY . Jika ingin

diketahui jumlah kadar obat yang harus diberikapakia seorang pasien dalam
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selang waktu tertentu agar diperoleh penurunamsekaarah yang diharapkan,
maka ini merupakan masalah regresi invers.
Bidang K ehutanan

Misalkan diketahui bahwa terdapat hubungan linedara nilai dugaan
umur yang diperoleh dari perhitungan lingkaran upaga sebuah pohon sebagai
variabel bebasX dengan dugaan umur yang diperoleh melalui proagson-
dating sebagai variabel terikaY . Diketahui pula bahwa ternyata perhitungan
dengan melihat lingkaran umur lebih akurat. Kareeauatu hal, penyelidikan
terhadap lingkaran umur tidak dapat dilakukan sgiandipilih prosesarbon-
dating. Untuk mengetahui umur pohon yang lebih akuratariata harus mencari
umur pohon berdasarkan lingkaran umur, maka iniupsan masalah regresi

invers.

Berdasarkan beberapa ilustrasi di atas, maka nhagalgresi invers
didefinisikan sebagai berikut :
Definisi 3.1:
Misalkan diketahui bahwaX dan Y mempunyai hubungan linear sederhana

(diasumsikang, dan g diketahui)

(3.1)
Y=p(x)te=F,+BX +¢

Jika terdapat nilai darX , katakanlahx, yang tidak diketahui dan nilai dax

(atau sampel acak berukur&nuntuk nilai dariY') yang berkorespondensi dengan

X, dapat diamati, maka masalah untuk menentukan njadisebut sebagai

masalah regresi invers dengan bentuk linear sedif@zraybill, 1976).
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Brown (dalam Thonnard, 2006) membagi masalah regre®rs ini
kedalam dua kelompok, yaitu :
1. Masalah regresi invers alami atau acak, yaitu #patilai x yang ingin
diketahui berasal dari sampel acak.
2. Masalah regresi invers terkontrol, yaitu apabil@ink yang ingin diketahui

tertentu dan galat hanya terjadi pada nyai

3.2 Penyelesaian Masalah Regres Invers

Terdapat beberapa cara untuk menyelesaikan maselgsi invers.
Namun dalam tugas akhir ini hanya akan dibahas gdesgian masalah regresi
invers beserta interval kepercayaannya dengan meag§gn metode yang
dikemukakan oleh Franklin A. Graybill (1976), dendgarlebih dulu membahas
mengenai dua metode penyelesaian masalah reguess igang paling banyak

digunakan, yaitu metode klasik dan metode invers.

3.2.1 Metode Klasik dan M etode Invers
Masalah regresi invers sering diselesaikan deng@ncdra yang secara

umum berbeda, yaitu dengan metode klasik dan métodes.

Metode Klasik

Misalkan diketahui model linear berbentuk :

Y =B,+BX+e, e0N(0,0%)

denganf, dan g ditaksir oleh%0 dan % berdasarkan metode kuadrat terkecil

atau metode kemungkinan maksimum.
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Jika diberikan nilai dari variabeK , misalkan x, (tidak diketahui) dan

dapat diamati nilaiy (atau sampel acak berukur&nuntuk nilai dariY) yang

berkorespondensi dengaq, katakanlahy,. Maka metode klasik menggunakan

nilai y, (atau rata-rata dak -buah nilaiy,) untuk menaksirx, dengan rumus

_VO_%O
Xo = 3

Parameter-parameter yang terdapat pada pena&sik klari regresi invers

(3.2)

ini merupakan parameter yang terdapat pada modetsielinear sederhananya,
sehingga pengujiannya cukup dilakukan pada modgese linear sederhananya

saja.

Metode Invers

Misalkan diketahui model linear berbentuk :

Y =B, +BX+e, £01N(0,07)

dengang, dan g ditaksir oleh %0 dan %1 berdasarkan metode kudrat terkecil
atau metode kemungkinan maksimum.
Jika diberikan nilai dari variabeK , misalkan x, (tidak diketahui) dan

dapat diamati nilaiY (atau sampel acak berukur&nuntuk nilai dariY) yang

berkorespondensi dengaxy, katakanlahy,. Maka penyelesaian regresi invers

dengan metode invers adalah dengan membuat re¥resiasY , yaitu dengan

membuat model

X=a,+aY+eg, €l N(O,az). (3.3)
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Penaksir untukX, dengan metode invers adalah
&o :B’0+B’?0 (3.4)
dengana, dan a ditaksir olehao dan @ berdasarkan metode kuadrat terkecil

atau metode kemungkinan maksimum.
Pengujian yang harus dilakukan pada penaksir snd@ri regresi invers ini
adalah dengan melakukan uji-uji pada regresi lisederhanaX atasy .
Beberapa statistikawan tertarik untuk membandingkadua metode ini

dengan tujuan menemukan metode yang lebih baikuhgunakan.

3.2.2 Metode Grayhbill

Metode untuk menyelesaikan masalah regresi inveidiungkapkan oleh
Franklin A. Graybill pada tahun 1976 dalam sebualkubya yang berjudul
“Theory and Application of the Linear Models’. Metode ini merupakan metode
untuk mencari penaksir interval daiX, dengan derajat kepercayadm a
karena seperti telah diungkapkan pada bab sebelufvaiywa penaksiran interval

dibutuhkan karena seringkali penaksiran titik unsulatu parameter memberikan

hasil yang kurang memuaskan.
Penaksiran X, beserta interval kepercayaannya dengan menggunakan
Metode Grayhbill ini ditentukan berdasarkan sammpalkaberpasangan berukuran

n+k dengank =1, yaitu :

(X0 ¥5) (X2 Yo) oo Xo o) (X0 Xes) (X6 ¥ ) 0o X 0 Vo)
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dengan X, merupakan variabel bebas yang tidak diketahuinyiéadan,

untuki =1,2,..k diambil dari distribusi yang sama padg.

Secara umum, dari sampel acak berukunasik ini harus dapat

dimodelkan :

Y, =8,+08X +¢ 1=1,2,..n

. §0NID(0,0°)  (3.5)
(=B, +BXgtE - i=n+ln+2,.n+k

Uraian mengenai Metode Graybill pada tugas aklhialkan menggunakan

model regresi linear dengan bentuk terpusat, y@@ngan menggunakan variabel

bebas(X —Y) sebagai pengganti variabel bebds Jadi, jika diketahui model

regresi- linear sederhand =, + X +& dengareJ N (Q@7° maka model
regresi linear sederhana dengan bentuk terpusatiajah :
Y=r1,+7(X - X)+& denganell N (Q7° . (3.6)
Hal ini dilakukan untuk menyederhanakan bentukmdgb@nurunan rumus

dan pembuktian teorema (Thonnard, 2006).

3.2.2.1 Prosedur Penyelesaian

Penyelesaian masalah regresi invers beserta ihtexgarcayaannya akan
diuraikan  berdasarkan = langkah-langkah  penaksirantervid  dengan
pendekatan/teknik besaran pivot sebagai berikut :
1. Mengambil sampel acak

Ambil sampel acak berpasangan berukumark , yaitu :

(X ¥) (X2 ¥2) o X o) (X0 Mowd) (X ¥ ) X 0 Vi)
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dimana X, merupakan variabel bebas yang tidak diketahuinyiéadany,

untuki =1,2,..k diambil dari distribusi yang sama padg.

. Menentukan penaksir titik untuk,

Graybill memilih menggunakan metode klasik untuk ner@ukan
penaksir titik X, dengan alasan tidak dapat dipenuhinya asumsipeiksir
invers, yaitu :

a. Jika menggunakan penaksir invers atau dengan katanmemodelkan
regresi linearX atasY, makaY haruslah memenuhi asumsi bahWa
merupakan sebuah nilai tertentu dan bukan merupzak@abel acak.

b. Jika menggunakan penaksir invers atau dengan katamemodelkan

regresi linearX atasY, maka X haruslah memenuhi asumsi bahwa

merupakan variabel acak.

Dalam menentukan penaksir titik untuk, ini, Graybill melakukan

langkah-langkah sebagai berikut :

a. Membuat modelY, =7, +T(Xi —Y)+£i, 1 =1,2,...n berdasarkan sampel

acak berukurann dan menaksir nilaiz, dan 7 oleh 7o dan 1

berdasarkan metode kemungkinan maksimum, yaitu :

To=Y (3.7) dan r=8——m— (3.8)

(x -]

i=1

.  2(xx)
2 (-

(Bukti lihat lampiran 1.E butir ke-i dan ke-ii)
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b. Menentukan penaksir titik untuK, dengan metode klasik, yaitu :

&o:Y+Y°;Y, jikar #0 (3.9)

(Bukti lihat lampiran 1.E butir ke-iii)

3. Membentuk besaran pivot

Besaran pivot haruslah memuat penaksir (l@k)) dan yang ditaksirnya

(XO), tidak memuat parameter lain yang tidak diketaderia distribusinya

diketahui. Dalam menentukan besaran pivot yanggulikan, diperlukan
pengkajian yang mendalam terhadap sampel dan Ipeberarema pendukung

sehingga dapat diperoleh informasi-informasi yaibgitdihkan.

Pertama, akan dicari penaksir dari varians moctgbm’:(@z), penaksir

varians model regresi ini diperoleh berdasarkanpshmcak berukuram+k
dengan menggunakan metode kemungkinan maksimutu,:yai
2 _ 1 n A A —\\2 n+k —\2
9’ KM —m[é(Yl —To _T(Xi - X)) +i§1(Yi —YO) j|
_ 1 n+k
denganY, ", ) o B
i=n+l

(Bukti lengkap lihat lampiran 1.E butir ke-iv)

n+k—30_2' maka ini
n+Kk

Karena setelah diuji nilai ekspektasi dglriM =

merupakan penaksir bias. Penaksir tak biasnyaladala

n+k

g = n+i—3{i(¥ ~7o-7(X, —Y))2 +3 (¥ —\70)2} (3.10)

i=1 i=n+1



40

Sehingga jikak =1 maka penaksir untuk variansinya adalah :

BLZ:ii(Yi—?o—?(xi —Y))2 (3.11)

n-243
Beberapa teorema dan definisi yang diperlukan unmgnentukan
besaran pivot ini adalah :

Teorema3.1l:

Misalkan (Xi,Yi),i:1,2,...n mempunyai hubungan linear sederhana

Y =1,+7(X = X)+&,50NID(0,0%). Misalkan Y,,,i=12, .k k=

n+i?

merupakan pengamatan acak dari distribusi normatgale rata-rata

TO+T(XO—Y) (X, tidak diketahui) dan variang. Jika semua variabel

acak Y saling bebas, maka penaksir kemungkinan maksimuan d

r,,T, X, dang”®(dengan koreksi ketakbiasan) masing-masing diberideh

persamaan (3.7), (3.8), (3.9) dan (3.10).

(Bukti lihat lampiran 1.E).

Teorema3.2:
Perhatikan model yang diberikan oleh teorema 3ri pnaksir-penaksirnya

yang diberikan oleh persamaan (3.7), (3.8), (3a89) (3.10), maka berlaku :

(). 7o dant saling bebas

2 2
(i). roll N(ro,a—j danr[J N r,nL
n
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2

(ii). U =(n+k—3)% berdistribusi X s._s

(iv). g saling bebas denge(rfro,},&o)

(Bukti lihat lampiran 1.F )

Teorema 3.3:

Jika X adalah variabel acak berdistribusi normal dengda-mrata ¢/ dan

varians o’ (XD N(,u,az)), maka Z =2 "# berdistribusi normal baku
o

(z'N(0,2).

(Bukti lihat lampiran 1.G )

Definisi 3.2:

JikaW variabel acak berdistribusi normal ba(WD N (O,l))danv variabel

acak berdistribusi chi kuadrat dengan derajat kadeaior (V O )(f). JikaW

danV bebas secara stokastik ma‘kai berdistribusit dengan derajat

W

kebebasam (T t, ).

Berdasarkan teorema dan definisi di atas, dapatjdikkan bahwa :
E(Yo-7o-7(X, = X)) =E(Yo) ~E(70) - (X, - X E(7)

i(r0+r(xo—y))_fo_r(xo_y)
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Var (Yo =70 =7 (X, = X)) =Var (Yo) +Var 7o) +(x0_—Y)ZVar (7)

- 2Cov(Ys, 7o) - 2COV(Y0 (% —Y))

+200v(70,7(X, = X))

DenganA’ =11, :
kK n

> (X = X)?

i=1
Karena Vo—?o—?(xo—i) merupakan kombinasi dari komponen-
komponen yang berdistribusi normal, mar(a—?o—?(xo—i) pun akan

berdistribusi normal dengan rata-rata O dan  variangA’
(Vo—}o—}(XO—Y)D N(O,JZAZ)). Sehingga berdasarkan teorema 3.3

diperoleh :

0'N(0,9) (3.12)
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Berdasarkan teorema 3.2 butir ke-iii diperoleh :

9.2

0.2

g Bl X))+ 8 (v |

U=(n+k-3)

= (n+k-3) : -
n R R Y n+k — \2
Y -ro-7(X - X} +> (Y-Y
= ;( - T( 2)) i;:[( 0) [ X§+k—3 (313)

Berdasarkan teorema 3.2 butir ke-iv dapat disimgultahwaZ danU

saling bebas, sebab® saling bebas denga(rfo,},&o). KarenaZ 1 N(0,)

danU [J x2,_, saling bebas, maka berdasarkan definisi 3.2 digiero

v
L T e (3.14)

n+k-3

Akan diperlihatkan bahwd memenuhi syarat sebagai besaran pivot,
yaitu memuat penaksir titi(&o) dan yang ditaksirny4X,), tidak memuat

parameter lain yang tidak diketahui serta distiiiyes diketahui.

Vo—}o—}(XO—Y)

o Z poyY :\?o—?o—%(xo—i)
\/ U hE oA
n+k-3 (n+k=3) >
n+k-3

Yo-Y-1X,+TX
oA
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oA
7(Xo-x,)
- bA
dengana? =2+ 14 n(XO—X)
X - X)?

Sehingga dipilihT sebagai besaran pivot.

. Dengan mengambil derajat kepercayaan sebgsal-a dan dengan

menyatakanP{—t1 <T<t, | }:1—0, maka akan dicari penaksir
—a;n+k-3

—a;n+k-3
2

interval dari X, .

- P| -, <T<t, }:l—a
—a;n+k-3 —a;n+k-3
}(&o - Xo)
= Pl -t < <t =l-a
—a;n+k-3 Q-A —a;n+k-3
= P|-gAt, ~ 1o < -TX, < OAL, —}&o}=l—a
i Ea;n+k—3 Ea;n+k—3

Karena nilai 7 dapat bernilai positif atau negatif maka tidak atap

diperoleh penaksir interval untuk, yang diinginkan. Oleh sebab itu akan

dilakukan pengkuadratan terhadap besaran pivot.

F{—tl <T<t, }:l—a
Ea;n+k—3 Ea;n+k—3
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(2 _ .2 1
< P T St%;n+k—3:|_1 a

(Yo=to-7(Xo-X))
o A

2 - —
St‘yz;n+k—3 _1 a

- P (\_(o—}o—}(XO—Y))Z—Q‘ZAztj/z;mk_ssO}:l—a (3.15)

. = ~ ~ —\\2 2 f
Perhatikan bentu((Yo —To— r( Xo— X)) -0 Azto/,mk_3 <0 denganX,
s

merupakan satu-satunya parameter yang tidak diketd&ila dijabarkan

—\2
o, 101 (Xo - X) . _
dengan mensubstitusikal’ =—+—-+————— dapat diperoleh:
k n \2
(Xi - X)
i=1
g, _ 3 _
S i (%o -X) +[—2r(Yo —ro)}(xo -X)
Z(Xi - )?)2
i=1 (3.16)

yang merupakan pertidaksamaan kuad:ae(txo —Y)Z + b( X, —Y) +c<0

5,
dengan: a=7 -— Z b
Z(Xi - x)z

b= —2;(Vo - }0)

— A \2
o=(mief <o (LD
2,
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Jika nilai X, yang memenuhi pertidaksamaan (3.16) berupa idterva
maka nilai tersebut merupakan kondisi unik dengan interval kepercayaan
sebesat00( 1~ a) %.

Bentuk pertidaksamaan kuadrat di atas akan menshkah satu dari

empat kemungkinan solusi berikut :

a. Saata<0 dan diskrimina|6b2—4ac) < 0, maka pertidaksamaan akan

kurang dari O untuk semua nila{, sehingga selang kepercayaan untuk

X, adalah—e <X, <co.

b. Saata<0 dan diskriminan(b2—4ac) > 0, maka solusi untukX, tak

terbatas.

c. Saata>0 dan diskriminanﬁbz—4ac) < 0 maka pertidaksamaan akan

lebih dari 0 untuk semua nilaX, sehingga tidak terdapat solusi untuk

X, .
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d. Saata>0 dan diskrimina|(|b2—4ac) > 0 maka akan diperoleh selang

kepercayaan untul, yang diinginkan.

Berdasarkan empat kemungkinan tersebut, dapat plitfen bahwa

interval kepercayaan untukX, akan ada saata>0 dan diskriminan
(b2 —4ac)> 0. Sehingga batas atas dan batas bawah dargdetgecayaan

untuk X, dapat ditentukan dengan menyelesaikan (mencan lakadrat)

persamaan kuadrat yang berkaitan dengan pertidalesa(8.16), yaitu :

~2
T

——ng- tj/z;m'(_s (Xo —Y)Z +[—21A' (Vo - }o):|(xo -X

D (X =X)? (3.17)

i=1
— A2 2, 1 1)|_
oo B8]
Persamaan kuadrat (3.17) akan diselesaikan dengaggunakan rumus

berikut :

_ 2 _
"= b++/b° —-4ac (3.18)
2a

Sehingga akar-akar dari persamaan (3.17) adalaagaeberikut :

A — J—

&, T
e a(%+%j+—n(% l (3.19)
1 > (X, - X)?

i=1
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dan
;(? —V) T n+k-3 1 1 (VO _V)Z

(XO—X)2 =—20 + (-"‘Ej‘*ﬁ (3.20)

2 2 " > (X - X)?

i=1
gt

Dengana = Tz _n/ﬁ ”

Z(Xi T )z)z

i=1

(Bukti lengkap lihat lampiran 1.H)
Berdasarkan penyelesaian persamaan kuadrat (3.BKp nnterval

kepercayaan sebesH0( 1- @) % untuk X, akan memiliki batas bawah :

Bt - o\2
Y T(YO—Y) %;n+k—3 1 1 (YO—Y)
e e T e @21)

dan batas atas :

o B —
Y+T(YO_Y)+ E:n+k—3 a(1+1j+ (YO_Y)

I N S A (3.22)
a a n k Z(Xa‘i)z
i=1
gt
Dengana:rz— ] Joimi 3
Z(Xi - )2)2

3.2.2.2 Pengujian Asumsi Pada Metode Grayhbill

Pengujian asumsi harus dilakukan untuk memperokginpulan yang

dapat dipertanggungjawabkan secara teori. Pada dmei@raybill untuk

menyelesaikan masalah regresi invers beserta attekepercayaannya ini,
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pengujian yang harus dilakukan adalah melakukamjugsumsi pada regresi
linear sederhanay atas X (karena Graybill memilih metode klasik untuk

mencari penaksir titikx, ).

Penyelidikan mengenai keberadaan asumsi lain yangstdipenuhi pada
Metode Graybill haruslah dilakukan. Telah disinggusebelumnya bahwa

interval kepercayaan untuk{, akan ada pada saa>0 dan diskriminan
(b2 —4ac) > 0. Dengan menguraikan syaeat 0 dan (b2 —4ac) >0, maka akan

diperoleh syarat adanya interval kepercayaan udiylsebagai berikut :

. a>0
2t2
Lo s
Z(Xi e X)2
i=1
3 (X~ X)?
= i=1 2 =F
2 O/Zn+k_3 aln+k-3

(Bukti bahwa distribust? sama dengan distribugi, lihat pada lampiran 1.A
butir ke-(ii)).
- (b2 —4ac) >0

ot
2 v . 2 ~ a/n+k- — ~A \2
- (—Zr(Yo—ro)) -4 rz—n/ém ((YO—To) _Q'Zt‘i/'n+k—3(%+%jj>o
- 2
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n2(o A Y2 n2(e A \2 o a2n2 1 1
= 47 (Yo—To) -4r (Yo—To) + 4r g't‘i/g?”’fk%(i-kﬁj*-
Lot o
4(YO—[‘0)2 . A,n+k—3 _4 .
D (X=X XX - X)?
i=1 i=1

4t4
%;n+k—3 (1_’_1_] > 0
K n

— A \2 2
A Yo=T o, .
- 4Gt ) 2(%+Ej+ n( ' O) -= Ygintlc 2 (—i‘+—1j >0
VoS x =x)2 Y (x =x)2 <"
i=1 i=1

— A 2 22
_ Q.th }2(1-'-_1]4- (YO_TO) _ g-t%;n+k—3 (_1_'__1) >0
K NSix-xp2 Dx-xzk N
i=1 i=1

B’zti_ ?0—;’ ’
- Bthﬁ/mk_g S il (%+E]+ n( 0) >0
? > (X, - X)? 3 (X, - X)?
i=1 i=1

— A \2
Yo-T
- ot af 141 +—( i 0) >0
%;n+k—3 k n n _
Z(xi_x)z
=

Syarat di atas akan terpenuhi sa&t0, sehingga interval untulk, akan

ada jika a>0, yaitu =1 >t2 b — F . 3 Yyang tidak lain
9’ ‘yn+k 3 aln+k-3
oy

merupakan kriteria pengujian untuk menolblly pada uji keberartian koefisien

regresi (lihat uji keberartian koefisien regrestas@a manual pada subbab 2.1).
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Sehingga dapat disimpulkan bahwa interval uniik akan ada jika koefisien
regresi berarti.

Dari uraian di atas, dapat disimpulkan bahwa masagresi invers dapat
memiliki penyelesaianX, beserta interval kepercayaannya dengan menggunakan
Metode Graybill apabila asumsi-asumsi pada beregkesi linear sederhananya
terpenuhi.

Langkah-langkah metode Graybill untuk menyelesaik@salah regresi
invers beserta interval kepercayaannya, yaitu nrepesaaksir interval dariX,
dengan koefisien kepercayaai—a (dengan mengambil sampel acak
berpasangan berukuramt k) dapat diringkaskan sebagai berikut :

1. Gunakan statistik pada persamaan (3.7) dan (3.8ukumenentukan
persamaan regresi linear sederhana taksiran ddegank terpusat.

2. Lakukan pengujian terhadap asumsi-asumsi pada lberdggresi linear
sederhana dengan bentuk terpusat. Jika semua agempsnuhi, maka

terdapat penyelesaian unti beserta selang intervalnya.
3. Tentukan penaksir titik untukX, menggunakan metode klasik berdasarkan

persamaan (3.9).

4. Susun interval kepercayaan sebesat luntuk X,. Interval kepercayaan ini

akan memiliki batas-batas (3.21) dan (3.22).



