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PENAKSIR KUADRAT TERKECIL PADA PROSES AUTOREGERSIF

Setelah model sementara untuk runtun waktu umtadiidentifikasi,
langkah selanjutnya adalah mencari taksiran terlasaki paling efisien untuk
parameter yang ada pada model tersebut. Namunuselmeémbahas lebih jauh
tentang penaksiran parameter dengan menggunakaod®létuadrat Terkecil,
akan disajikan terlebih dahulu penaksiran paramel@ngan menggunakan
Metode Kemungkinan Maksimum. Hal ini perlu kareregllka metode ini saling

berkaitan.
3.1 Penaksir Kemungkinan Maksimum

Untuk sembarang himpunan data runtun walkdyZ,,....Z,, fungsi

kemungkinanL didefinisikan sebagai fungsi kepadatan peluang apeasdari
parameter-parameter model jika data pengamataratikie Pada model AR,
adalah fungsi darig dan o?, jika diberikan data runtun wakt#,,Z,,....Z, .
Metode penaksir kemungkinan maksimum adalah mepedaksiran parameter
yang memaksimumkan fungsi kemungkinlansehingga taksiran yang didapat

dari metode ini menghasilkan nilai yang mirip demgata sebenarnya.
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Pandang model AR(p) :
Zt = ﬂzt-1+¢2zt-2+---+¢pzt-p +at (3'1)

Dimana Z, =Z, - u dan{a} adalah peubah acak yang diasumsikan mengikuti
proseswhite noise, yang bebas dan berdistribusi normal dengan reralttalan

variansio? . Fungsi kepadatan peluang bersama dgaé,, ...,a, adalah :

@2y ex;{— 1 Zn:afj (3-2)

20—a t=1
Dari persamaan (3-1), kita dapat menuliskamalam bentuk :
a = Zt _qzt—l_qozzt—z_---_(”pzt—p (3-3)

Misal Z = (4,Z,,....Z,) dan kondisi awal* = (Z,_,,....Z,,Z,) dana* =
(8-q+++»8;,8y) , Maka dengan mensubtitusikan (3-3) ke (3-2), akaerdieh

fungsi kemungkinan atas parameep dang?, yaitu :

1
207

L(p.u,0%) = (2o ) "' exr{— S @,U)] (3-4)

sehingga fungsi log kemungkinannya adalah :

InL(g,02) = —gln(ij)—? (3-5)

dimanaS ()= Y a? (@ u 12 a 2) (3-6)

t=1
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adalah fungsi jumlah kuadrat tak bersyarat. Besézén yang memaksimumkan
(3-5) disebut penaksir kemungkinan maksimum takyzeat. Karendn L(g,0?)
meliputi data melaluiS (¢, 1), berarti memaksimumkan fungsi L(¢,07) sama

dengan meminimumkaB. (¢, 1) .

Untuk mengidentifikasikan kondisi awal dana*, kita dapat mengganti
Z, yang tidak diketahui dengan rerata samgeldan a yang tidak diketahui
dengan nilai ekspektasinya yaitu nol. Dapat juga asulinsikan
a,=a,;=..=a,,,=0 dan hitunga untuk t=p+1 pada persamaan (3-3).

p p-1 — Yp+1-

Sehingga fungsi jumlah kuadrat tak bersyarat (Bvépjadi :

Sew=Ya (@ulz) (3-7)

t=p+1

Untuk fungsi log kemungkinan bersyarat memilikinbk yang sama
dengan fungsi log kemungkinan tak bersyarat. Beai,ar@(&,,&) dianggap

merupakan fungsi jumlah kuadrat bersyarat, yaitu :

s@m=3 (E@lpuz) (3-9)

t{=—00

3.2 Penaksir Kuadrat Terkecil

Pada pembahasan sebelumnya, kita tahu bahweép, o) meliputi data

melalui S (@ ), berarti memaksimumkan fungdnlL(g,0?) sama dengan
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meminimumkanS (¢, i) , dimanaS (¢, ) adalah fungsi jumlah kuadrat sesatan.

Dengan kata lain penaksiran parameter dengan meakgn Metode
Kemungkinan Maksimum memberikan hasil yang samaga®mmenggunakan
Metode Kuadrat Terkecil. Dasar dari Metode KuadiBerkecil adalah
meminimumkan jumlah kuadrat sesatan (JKS) sehidggaoleh parameter yang
tak bias. Penggunaan metode kuadrat terkecil dat@maksir parameter model

AR ini diharapkan mampu menghasilkan nilai paramietdaik dan efisien.

3.2.1 Penaksir Kuadrat Terkecil Tak Bersyarat Pada AR(1)

Pandang kembali model AR(p) :

Z~U=@Q(Z~ )+ (2 =) +..+ @ (L, — )+ 8

iid
dimana{a}~ NO, g?) adalah peubah acak yang diasumsikan mengikutegros

white noise. Metode penaksir kuadrat terkecil meminimumkan lghmkuadrat

dari selisih :
(Zt —H)= ﬂ(zt—l —H) - ¢2(Zt—2 —H) =T G, (Zt—p —H) (3-10)

Jika diberikan sederetan pengamatan atau datanvwaktu Z,,7Z,,....Z,
maka kita hanya dapat menjumlahkan dar p+1 sampait=n, sehingga

diperoleh:
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S(eu)= Z ((Zt R/ OOy 7) Rl /A VAR 1) R /N VAR —u))z (3-11)

t=p+1
yang biasa disebut fungsi jumlah kuadrat tak beatya

Berdasarkan prinsip kuadrat terkecilp dan x ditaksir dengan

meminimumkan fungsi jumlah kuadrat tersebut.
Misalkan model AR(1) :
Z-HU=@Z ) *+a

Sehingga fungsi jJumlah kuadrat tak bersyaratnytaada

S(@.1) = (@~ 1) - AZ, - 1))

t=2

Untuk menaksiru , perhatikan persamaa%f; =0, maka didapatkan :

g—i = Zi((zt ~U)=9(Z_, - 1)) (~1+¢)= 0

Diselesaikan untulz sehingga didapatkan :

Zn: Zt - qozn: Zt—l
— t=2 t=2 3_12
H - a-g) (3-12)

Untuk n yang besar,y_ Ztlz >
=2 N—
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Sehingga persamaan (3-12) menjadi :

Z-gl
1-¢

= =Z (3-13)

Untuk menaksirp, S(¢,Z) diminimumkan terhadap sehingga diperoleh :

0SPL) - N7 TV ez - (2 —7)=
00 2;((1 Z)~9(24~2))2Z4-2)=0

Diselesaikan untulg sehingga diperoleh :

p="2 (3-14)

Dapat disimpulkan bahwa penaksir kuadrat terkeadil bersyarat untuk proses

>(2-2)(z4-2)

AR(1) adalahz=Z dan g=1=2

3.2.2 Penaksir Kuadrat Terkecil Bersyarat Pada AR(1)

Salah satu fungsi yang paling penting dari sebmalel runtun waktu
ialah dapat meramalkan nilai di masa yang akanndat8ecara alamiah, timbul

juga pertanyaan apakah kita dapat meramalkan kemataaibackcast nilai-nilai
Z,=(Zp,-ZyZy) dan a,=(a_,...a,.a,) di masa lalu yang tidak

diketahui namun nilai-nilai tersebut diperlukanatalperhitungan. Tentu saja hal
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ini bisa dilakukan karena untuk model AR(p) manamlapat ditulis dalam

bentuk maju

(1-¢B-@B’..-@B")Z, =4 (3-15)
atau dalam bentuk mundur

(1-gF -@F’..~gF’)Z =¢ (3-16)

DimanaF'z =2, ;- Karena sifat stasioneritasnya, persamaan (3-46)(&-16)

haruslah memiliki struktur autokovariansi yang sardal ini mengakibatkan

iid
bahwa{e} [ NO, o) adalah peubah acak yang mengikuti proggise noise.
Sehingga, kita dapat menggunakan bentuk maju (3:h)k meramalkan nilai

masa deparZ,,. untuk j >0 yang tidak diketahui berdasarkan pada data runtun

i

waktu (Z,,Z,,....Z, ). Kita juga dapat menggunakan bentuk mundur (3ub&)k

meramal kembali atabackcast nilai Z; dana; di masa lalu yang tidak diketahui

berdasarkan pada dat¢Z,,Z _,,....Z;). Pada pembahasan sebelumnya, telah

disebutkan bahwa fungsi jumlah kuadrat bersyaralahd

n

S => (E@leu.z)

t=—0c0

Dalam prakteknya, persamaan di atas dapat disagilaagai hasil pendekatan

dengan bentuk terbatas

S@m=Y (E@louz) (3-17)

t=—M
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dimana M adalah bilangan bulat yang cukup besar sedemikigmngga
|E(Z, |o.u.Z)-E@Z._ |lp.u Z)<T, dengant adalah nilai yang cukup kecil
yang telah ditetapkan sebelumnya.

Untuk memahami metodmckcasting, perhatikan model AR(1) yang dapat ditulis

dalam bentuk maju

&a=4-9L, (3-18)

atau ekivalen dengan bentuk mundur
&=2-¢L, (3-19)

Dimana, tanpa kehilangan generalisasinya, kita a#am bahwaE(g)=0.
Misalkan ada 10 data runtun waktu yakh= (Z,,Z,,....Z,,), seperti tertulis pada
tabel 3.1 dibawah kolonZ, untukt=1,2,...,1C. Misalkan = 0,3 dan kita ingin

menghitung jumlah kuadrat bersyarat

10

S.(9=03=) (E@ [¢=03Z ) (3-20)

t=—M

Misalkan dipilih 7 =0,00% maka|E(Z, |¢=0,3Z )~E €,_, lp= 0,3Z )< 0,00.
Untuk menyederhanakan notasi pada contoh ini kiless tE(a |¢=0,3 Z)

denganE(a, |Z) danE(Z |¢=0,3 Z)denganE(Z |Z).
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Untuk memperoletE(a, | Z) kita gunakan (3-18), sehingga

E(a12)=E@ 12)-¢E@., 12) (3-21)

Akan tetapi, perhitungarE(a, |Z) untuk t<1 meliputi nilai Z, yang tidak

diketahui untukt <0, yang mana terlebih dahulu perlu untuk diramalkambali.

Untuk mencapainya, digunakan bentuk mundur dalar 9§, yaitu :
E(Z 12)=E(§ 12)+¢EZ., 1Z) (3-22)

Pertama, dicatat bahwa dalam bentuk mundgr, untuk t<0 merupakan

“goncangan acak” masa depan data runtun wéktd, ,,...,Z, ,Z,. Sehingga,
E(g |Z)=0 untukt<0 (3-23)

Oleh karena itu, dengan mensubtitusikan niet 0,3 pada persamaan (3-22),

diperoleh :
E(Z,12) =E(e,|Z)+0,E €, [Z = 0+ (0,3 0,2 - 0,
E(Z,1Z)=E(e,|Z)+0,E g, Z = O+ (0,3)¢ 0,065~ 0,0
E(Z,|Z)=E(e,|Z)+0, £, Z & O+ (0,3) 0,018~ 0,00
E(Z,1Z)=E(e,]|Z)+0,E €, £ = O+ (0,3) 0,0054- 0,001

Karena |E(Z_,|Z)-E(Z_,1Z)=0,00378& 0,00 ,yaitu nilai 7 yang telah

ditetapkan, kita pilihM = 2.
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Sekarang, dengan nilai backcagt untuk t <0, kita dapat kembali ke
bentuk maju pada persamaan (3-21) untuk menghitf@y|Z) dengang=0,3

darit = -2 hinggat =10. Diperoleh :

E(a,|Z)=E(Z,|2)-0,E €, £ =-0,0054 (0,3} 0,00162- 0,0
E(a,|Z)=E(Z,|2)-0,E €, Z =-0,018 (0,3)( 0,0054)- 0,01
E(a,|2)=E(Z,12)-0,E €, £ =- 0,06 (0,3% 0,018)- 0,05
E(a|Z)=EZ |2)-0,E &, Z - 0,2 (0,3} 0,08)- 0,1

E(2,12)=E@Z,|Z)-0.E ¢, £ F-0.4 (0.3f 0,2~ 0.

E(a,]Z) =E(Z,|Z)-0,E €, £ - 0.2 (0.3 0,5~ 0

Semua perhitungan di atas secara sistematik dagatkedn pada tabel 3.1 dan

diperoleh :

S.(9=03)=> (E@ lp=03Z)
=(-0,0049%+ € 0,0164H)+ .+ « 0,17 0,82

Dengan cara yang sama, dari ngaiyang berbeda kita dapat memperoleh

nilai S.(¢) lainnya dan mencari nilai minimumnya. Nilg yang menghasilkan
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S.(® minimum, merupakan nilaip yang efisien dan nilaip inilah yang

digunakan untuk peramalan selanjutnya.

Tabel 3.1

PerhitunganS(@ = 0.3) menggunakan metodbackcasting

t | 2 |E@IZ) | 0EE.,IZ)| EZIZ)| 0,EEZ,12)| E@]2)
-3 -0.0016 -0.0016 0
-2 -0.0049 0.0005 -0.0054 -0.0054 0
-1 -0.0164 0.0016 -0.018 -0.018 0
0 -0.0546 0.0054 -0.06 -0.06 0
1 -0.2 -0.182 0.018 -0.2

2 -0.4 -0.34 0.06 -0.4

3 -0.5 -0.38 0.12 -0.5

4 -0.5 -0.35 0.15 -0.5

5 -0.6 -0.45 0.15 -0.6

6 -0.5 -0.32 0.18 -0.5

7 -0.4 -0.25 0.15 -0.4

8 -0.2 -0.08 0.12 -0.2

9 -0.1 -0.04 0.06 -0.1

10 -0.2 -0.17 0.03 -0.2




